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Ci,j =
n
∑

k=1

Ai,kBk,j ï Ê�Ë
ÒOÃ;Ê�É�Æ«Õ4ËTÒ
ÇrÈ%Õ4ÇZð
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yi =

n
∑

j=i

wjxi−j

Ú?í§Æ«Å�ÎÝÄZÖ;Ö;Ê�ÇrÖ;Ê�Æ�ÄZÅ�Ë
î�ÇrÃ;È?Ñ?ÄZÊ�ØñÒ
ÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ?É�ÌÍÇrÊ

i ≤ n ï ÄZÈ?Ñ³Å�Î?Ë\Ò
ÇyÉ�Å�ÇZÌxÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐTÖCÄZÊ�ËOÈRÅ�Î?Ë
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Ci,j =
j−1

min
k=i

Ci,k + Ck+1,j + h(i, j, k)
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i = 1 . . . n

ÄZÈ?Ñ
j = 1 . . . i
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É�Æ«Ï�Ö;Ð�Ë
É�Å|ÚCËXì;ÄZÏ�Ö;Ð�Ë�Æ�É�Ä è â �yç ÇrÊ � Þ�ßa`�ÿ�Ò
ÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Ú'É�Ö�Ë
ÒOÆ�ÙCË
Ñ�îRØ
F(i, j) = Xj

Û�b�Å§Æ�É§í¦ËOÐ«ÐHc%È?Çgí§ÈªÅ�ÎCÄZÅ
Å�Î?Ë

i
ð�Å�ÎüÄZÈ?É�í¦ËOÊ|Ú

Xi

Ò|ÄZÈedvÃ?É�Å�î'Ë#Æ«È?ÒOÊ�ËOÏ�ËOÈRÅ�ÄZÐ«Ð«ØøÒ
ÇrÏ�Ö;Ã;Å�Ë
ÑñÆ«È â ærç;èXä��yçCä Å�Æ«Ï�Ë�ÌÍÊ�ÇrÏÓÅ�Î?Ë#Ö;Ê�ËOÕ%Æ�ÇrÃ?ÉmÇrÈ?ËyÚ
Yi−1

Ûjù�Î;Æ�É�Ð�Ë|ÄrÑ;É�Å�Ç2ÄFÈ?ËOí�Ú4Ê�Ë
ÒOÃ;Ê�É�Æ«Õ4Ë�Ë
ÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Ú
Yi = Yi−1 +Xi
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Ò
ÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ?É|ÚCí§Î;Æ�Ò�ÎªÎCÄrÉ

Θ(n)
Ò
ÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø4Û

ù�Î?Ëec4ËOØ)É­Å�Ç×Å�Î;Æ�É©ÇrÖ;Å�Æ«Ï�Æ«ògÄZÅ�Æ�ÇrÈóíNËOÊ�Ë�Å�Î?ËªÌÍÇrÐ«Ð�Çgí§Æ«È;ÔñÇrî?É�ËOÊ�ÕrÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É é V¨Æ�X�ÄêÐ�ÄZÊ�Ô4ËªÈ%Ã;Ï2î�ËOÊ\ÇZÌ�ÕyÄZÐ«Ã?Ë
É
Ò
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Ë�ÇZÌ1Å�Î?ËxÄZÈ?É�íNËOÊNÕyÄZÊ�Æ�ÄZî;Ð�ËxÄZÊ�Ë�Ò
ÇrÏ�Ï�ÇrÈ©Å�Ç2Å�Î?ÇyÉ�Ë�Ò
ÇrÈ%Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Æ«È;Ô�Å�ÇmÄZÈ�ÄrÑ�d�ÄrÒ
ËOÈ%Å
Æ«È?É�Å�ÄZÈ?Ò
Ë ï ÄZÈ?ÑfV¨Æ«Æ�X­Æ«Å�Æ�É�Ö�ÇyÉ�É�Æ«î;Ð�Ë¬Å�ÇüÆ«Ï�Ö'ÇyÉ�ËêÄZÈ�ÇrÊ�Ñ;ËOÊ�ÄZÏ�ÇrÈ;Ô³Å�Î?ËøÄZÈ?É�íNËOÊ�Æ«È?É�Å�ÄZÈ?Ò
Ë
É�É�Ã?Ò�ÎúÅ�ÎCÄZÅ�Å�Î?Ë
É�Ã?Ò
Ò
Ë
É�É�Æ«Õ4Ë�É�ËOÅ�É�ÄZÊ�Ë�Ï�ÇrÈ?ÇrÅ�ÇrÈ;Æ�Ò|ÄZÐ«Ð«Ø�Æ«È?ÒOÊ�Ë|ÄrÉ�Æ«È;Ô#Ã;È?Ñ;ËOÊTÆ«È?ÒOÐ«Ã?É�Æ�ÇrÈ1Û

g Ã;Ê�Ï#ÄZÆ«ÈªÒ
ÇrÈRÅ�Ê�Æ«î;Ã;Å�Æ�ÇrÈ�Æ«È©Å�Î;Æ�É�ÖCÄZÖ�ËOÊ�Æ�ÉTÄmÉ�Ø)É�Å�ËOÏ#ÄZÅ�Æ�Ò�Å�Ë
Ò�Î;È;Æ�ÂRÃ?ËFÌ¡ÇrÊ§Ñ;ËOÅ�Ë
ÒOÅ�Æ«È;Ô#ÄZÈ?Ñ\ËXì)Ö;Ð�ÇrÆ«Å�Æ«È;Ô�É�Ã?Ò�Î
É�Ò|ÄZÈóÐ«Æhc4ËÝÒ
ÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É�Æ«ÈúË
ÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈCÄZÐ�Ö;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏ�É|Û ëCÇrÊ�Ä.ÖCÄZÊ�Å�Æ�ÒOÃ;Ð�ÄZÊªÒOÐ�ÄrÉ�É\Ò|ÄZÐ«Ð�Ë
Ñ ��i³ç ßÝà%ß � ß ç à%ß ç â�ß
ß)jOá �yäÍå¡ærç;è ÇgÕ4ËOÊ �7æ$k<l�m ß�àrÞ �$k à æ � �yå¢ç;è Ú�í¦ËªÔyÆ«Õ4Ë\È?Ë
Ò
Ë
É�É�ÄZÊ�ØñÄZÈ?Ñ³É�Ã7÷#ÒOÆ�ËOÈRÅ#Ò
ÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ?É�ÌÍÇrÊ�ËXì7Ö;Ð�ÇrÆ«Å�Æ«È;Ô×Å�Î?Ë
Ö�ÇrÅ�ËOÈRÅ�Æ�ÄZÐ?Ê�ËOÃ?É�Ë§ÇZÌ�Ò
ÇrÏ�ÇrÈ#É�Ã;î�ËXì)Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ?É|ÛHnêË�Ö;Ê�Ë
É�ËOÈRÅ�ÄZÈ#ÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;Ï Å�ÎCÄZÅ æ!�'äÍå � �4k�k<l ËXì)Ö;Ð�ÇrÆ«Å�É�É�Ò|ÄZÈ?É¥ÄZÈ?Ñ
Ö;Ê�Ç)Ñ7Ã?Ò
Ë
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n
∑
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∑
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Ai,j
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Bj,k

)
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











Æ�Ì
i = 1 bj

Æ�Ì
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É�É�Æ�ÇrÈ1Úyºñø ó[ù�é ¾;¿�À�á�åÜÀ�ð�Æ�É§Å�Î?Ëxî�Ç)Ñ7Ø©ÇZÌjÅ�Î?ËKÊ�ÌÜÝÜßNã$Ì;Û&YFËOÊ�ËyÚ é ¾D¿�Àôá$åçÀ�ð2Æ�É�Ä�à%ß � ß ç à%ß ç â�ß
û á ç â äÍåÍærç ÄZÈ?ÑªÑ;ËOÈ?ÇrÅ�Ë
É�Å�Î?ËxÌ¡ÄrÒOÅ§Å�ÎCÄZÅ�Å�Ç�Ò
ÇrÏ�Ö;Ã;Å�Ë�Å�Î?Ë�î�Ç%Ñ7Ø�ÄZÅeü)¾;¿�ÀRýCÚ7í¦Ë2È?Ë
Ë
Ñ�Å�Î?ËxÕyÄZÐ«Ã?Ë�ÇZÌ ó ÄZÅTÆ«È?Ñ;ËXì
Ö�ÇrÆ«ÈRÅ�ü�ÀRý�V¨Å�Î?Ë§Ñ;ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ?Ò
Ë§ÇrÈ«º�Æ�ÉjÈ?ÇrÅ�ËXì7Ö;Ð«Æ�ÒOÆ«Å�Ð«Ø�í§Ê�Æ«Å�Å�ËOÈ�þôÆ«Å�Æ�É�Å�Î?Ë�Æ�Ñ;ËOÈ%Å�Æ«Å�ØyXXÛ&b�È«u_vRwyx7z�ÚRÑ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈ?Ò
Ë
É
ÎCÄ
Õ4ËmÅ�Î?ËmÉ�Ø)ÈRÅ�Ä�ì é ¾ ÝÜÓ�¿ÿ¾ ÝÜÓ�¿ ùRùRù á�å¨¾Sá$Ì$ÓRÔSÊ�¿ÿ¾Sá$Ì$ÓSÔRÊ�¿ ùSùRù ð%ÚCí§Î?ËOÊ�Ë�Ë|ÄrÒ�Î©¾�ÝÜÓ�Æ�ÉxÄZÈÝÆ«È?Ñ;ËXì�ÈCÄZÏ�ËyÚ
ÄZÈ?ÑT¾�á�Ì4ÓRÔRÊmÆ�É¦ÄZÈ ��i³ç ß�ËXì)Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ­ÇZÌ8Å�Î?Ë�É�Ø)É�Å�ËOÏ ÖCÄZÊ�ÄZÏ�ËOÅ�ËOÊ�É§ÄZÈ?Ñ#Å�Î?ËC¾ ÝRÓ��¶É|Û=u_vRwyx7z¬Ã?É�Ë
É�Å�Î;Æ�É�É�Ø)ÈRÅ�Ä�ì
Ì¡ÇrÊ�É�Ö'Ë
ÒOÆ�ÌÍØ)Æ«È;Ô×Ä×Ï2Ã;Ð«Å�Æ�Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈCÄZÐxÄ�÷�È?Ë\Ì¨Ã;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈôÆ«È³Ï#ÄZÈRØ³Ñ7Æ���ËOÊ�ËOÈ%Å#Ò
ÇrÈRÅ�ËXì7Å�É¶VÍËyÛ Ô?Û«Ú¦Å�Î?Ë�Ö;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ
ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�Æ«È­Ä�Ê�Ì4ÝÜßNã$Ì�ËXì)Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈNXXÛ�ù�Î;Æ�É¦É�Ø)ÈRÅ�Ä�ì�Ò|ÄZÈ#î�Ë�Õ%Æ�ËOíNË
Ñ#ÄrÉ¦ÄxÉ�Ö�Ë
ÒOÆ�ÄZÐyc)Æ«È?Ñ�ÇZÌ�Ð�ÄZÏ2î�Ñ?Ä�ËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ1Ú
Ê�Ë
É�Å�Ê�Æ�ÒOÅ�Ë
Ñ�Å�Ç#Ä�÷�È?Ë�Ï#ÄZÖ;Ö;Æ«È;Ô4É�Ì¨Ê�ÇrÏ

Zn Å�Ç Zm Û ö Ã?Ò�ÎÝÄ�Ì¨Ã;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Ú f Ú7Ï#Ä|Ø\î'Ë�Ë
Â%Ã;Æ«ÕrÄZÐ�ËOÈ%Å�Ð«Ø�Ê�ËOÖ;Ê�Ë
É�ËOÈRÅ�Ë
ÑîRØ�ÄZÈ
m × n

Ï#ÄZÅ�Ê�Æ�ì
A
ÚYÄZÈ?Ñ¬ÄZÈ

m
ð�Õ4Ë
ÒOÅ�ÇrÊ

a
Ú?Æ�Û¶ËyÛ«Ú

f(z) = Az + a
Ú'ÄZÈ?Ñªí¦Ë�í§Æ«Ð«Ð]Ð�ÄZÅ�ËOÊ�Ã?É�Ë�Å�Î;Æ�ÉTÌÍÇrÊ�Ï ÌÍÇrÊ

ÄZÈCÄZÐ«Ø7É�Æ�É§Ö;Ã;Ê�Ö�ÇyÉ�Ë
É|Û=nêË�í§Æ«Ð«Ð]Ñ;ËOÈ?ÇrÅ�Ë�Å�Î?ËxÌ¨Ã;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ
(z → f(z))

ÄrÉTÉ�Æ«Ï�Ö;Ð«Ø
f
Û

ù]í¦Ç.ÄrÉ�Ö'Ë
ÒOÅ�É­ÇZÌFÅ�Î?Ë¹Ê�Ì4ÝRß�ã$ÌøÄZÊ�Ë�í¦ÇrÊ�Å�Î È?ÇrÅ�Æ«È;Ô?Û ë�Æ«Ê�É�Å|Ú¦Å�Î?Ë�Ã;Ö;Ö�ËOÊ­ÄZÈ?Ñ³Ð�Çgí¦ËOÊ©î'ÇrÃ;È?Ñ;É­ÇrÈ
j
ÎCÄ|Õ4Ë

È?ÇrÅFî'Ë
ËOÈÝÉ�Ö�Ë
ÒOÆ�ÙCË
Ñ é Å�Î?ËOØ�ÄZÊ�Ë�Ñ;Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë
Ñ×ÄZÃ;Å�ÇrÏ#ÄZÅ�Æ�Ò|ÄZÐ«Ð«Ø4Ú�ÌÍÊ�ÇrÏ Å�Î?Ë�É�ËOÏ#ÄZÅ�Æ�ÒmÑ;ÇrÏ#ÄZÆ«È?É�ÇZÌ¥Å�Î?Ë�Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë�î�Ç)Ñ7Ø
ÄrÉmËXì)Ö;Ð�ÄZÆ«È?Ë
ÑñÐ�ÄZÅ�ËOÊ|Û ö Ë
Ò
ÇrÈ?Ñ8Ú�u]vSwyx7z Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É�ÄZÊ�Ë­Ï�ÇrÊ�Ë#Ô4ËOÈ?ËOÊ�ÄZÐ�Å�ÎCÄZÈüÒ
ÇrÈRÕ4ËOÈRÅ�Æ�ÇrÈCÄZÐ�Ï#ÄZÅ�Î?ËOÏ#ÄZÅ�Æ�Ò|ÄZÐ
È?ÇrÅ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈôî�Ë
Ò|ÄZÃ?É�Ë\Å�Î?Ë\Ö;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ Æ�É�È?ÇrÅ�Ê�Ë
É�Å�Ê�Æ�ÒOÅ�Ë
Ñ Å�ÇêÒ|ÄZÈ?ÇrÈ;Æ�Ò�Ö;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É|Ú¦ÌÍÇrÊ�ËXì?ÄZÏ�Ö;Ð�Ë�Æ«Å
Ò
ÇrÃ;Ð�Ñ�ÎCÄ|Õ4Ë�î'Ë
ËOÈ é ¾D¿)Àôá�å¨¾Sá�ÀyðRÛ

�����	��

������������������� �"!�#$�&%����'�(���)
&�
ù�ÄZî;Ð�Ë U ÌÍÇrÊ�Ï#ÄZÐ«Ð«Ø Ñ;Ë
É�ÒOÊ�Æ«î�Ë
É\Å�Î?Ë×É�Ø%È%Å�Ä�ìúÄZÈ?ÑúÉ�ËOÏ#ÄZÈRÅ�Æ�Ò
É�ÇZÌ�ËXì)Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ?É|Û u]vSwyx7z±Æ�ÉªÄüÑ?ÄZÅ�Ä�ð�ÖCÄZÊ�ÄZÐ«Ð�ËOÐ
Ð�ÄZÈ;ÔyÃCÄZÔ4ËyÚjÄZÈ?ÑÝÎ?ËOÈ?Ò
Ë�ËXì)Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ?É�Ñ;ËOÈ?ÇrÅ�Ë�Ò
ÇrÐ«Ð�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É�ÇZÌNÕyÄZÐ«Ã?Ë
É|Û�u_vRwyx7z É�ËOÏ#ÄZÈRÅ�Æ�Ò
Érµ�{ · Ò
ÇrÈ?É�Æ�É�Å�ÇZÌNÅ�íNÇ

{
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ZNÇrÈ?É�Å�ÄZÈRÅFÁjì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ

Expr := Const Z0

¬�ÄZÊ�Æ�ÄZî;Ð�Ë
É
Expr := Var A ÇrÏ A Ë
ÒOÐ (V )

B�ÇrÆ«È%Å�í§Æ�É�Ë g Ö�ËOÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ
Expr := Expr1opExpr2 | op(Expr1 . . . Exprn)

n
⋂

i=1

A ÇrÏ (Expri)

Z�ÄrÉ�Ë
case Expr1; Expr2; . . . Exprn esac

n
⊎

i=1

A ÇrÏ (Expri)

� Ë
É�Å�Ê�Æ�ÒOÅ�Æ�ÇrÈ
Domain : Expr D ∩ A ÇrÏ (Expr)

A ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ?Ò
Ë Expr.f
VaÉ#Æ�É�Ä�Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈ?Ò
Ë9X

f−1( A ÇrÏ (Expr))� Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë
reduce(⊕, f, Expr)

VaÉ�Æ�É�ÄZÈ¬Ä�÷�È?ËxÌ¨Ã;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈNX
f( A ÇrÏ (Expr))

ù�ÄZî;Ð�Ë U é ZNÇrÏ�Ö�ÇyÉ�Æ«Å�Æ�ÇrÈCÄZÐ�Ê�Ã;Ð�Ë
ÉTÉ�Ö�Ë
ÒOÆ�Ì¨Ø)Æ«È;Ô�Å�Î?Ë A ÇrÏ#ÄZÆ«È?É�ÇZÌ�u_vRwyx7zñÁjì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ?É

ÖCÄZÊ�Å�É é Ä­É�ËOÏ#ÄZÈRÅ�Æ�ÒmÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ×ÄZÈ?Ñ×Ä©Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È1Û2ù�Î?Ë�É�ËOÏ#ÄZÈ%Å�Æ�ÒmÌ¨Ã;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈÝÆ�ÉxÑ;ËXÙ?È?Ë
ÑÝÃ?É�Æ«È;Ô�ÒOÐ�ÄrÉ�É�Æ�ÒmÏ�ËOÅ�Î?Ç)Ñ;É
ÄZÈ?Ñ©Æ�ÉNÌ¡ÄZÆ«Ê�Ð«Ø©ÇrîRÕ)Æ�ÇrÃ?É|Ú7Å�Î?ËxÇrÈ;Ð«Ø­É�Ã;î;Å�Ð�ËFÖ�ÇrÆ«ÈRÅ§î�ËOÆ«È;Ô�Ñ;ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ?Ò
Ë
É�ÄZÈ?Ñ©Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë�ËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ?É|Ú;ÄrÉ§ËXì7Ö;Ð�ÄZÆ«È?Ë
Ñ
î�ËOÐ�Ç|í�Û

YFÇ|íNËOÕ4ËOÊ|Ú]Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È?É2ÄZÊ�Ë�Ä©Ã;È;Æ�Â%Ã?Ë�ÄrÉ�Ö'Ë
ÒOÅ�ÇZÌCu_vRwyx7z�ÛDCFEZßXÞ l VÍÉ�Ã;îNXFËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈÝÆ«ÈøÄ­Ö;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏÓÎCÄrÉ�Ä
Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È1Ú'í§Î;Æ�Ò�Î×Ò|ÄZÈÝî'Ë�Ñ;ËOÅ�ËOÊ�Ï�Æ«È?Ë
Ñ�Ì¨Ê�ÇrÏ Å�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È?É�ÇZÌ¥Æ«Å�ÉxÉ�Ã;î�ËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ?É�Ã?É�Æ«È;Ô­Å�Î?ËmÒ
ÇrÏ�Ö�ÇyÉ�Æ«Å�Æ�ÇrÈCÄZÐ
Ê�Ã;Ð�Ë
É¥ÔyÆ«Õ4ËOÈ#Æ«È#ù�ÄZî;Ð�Ë U Û A Ã?Ë§Å�Ç�Å�Î?ËTÏ#ÄZÅ�Î?ËOÏ#ÄZÅ�Æ�Ò|ÄZÐ'ÒOÐ�ÇyÉ�Ã;Ê�ËTÖ;Ê�ÇrÖ'ËOÊ�Å�Æ�Ë
É¦ÇZÌ'Ö�ÇrÐ«Ø%Î?Ë
Ñ7Ê�Ä2ÄZÈ?Ñ#Ä�÷�È?Ë�ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?Éµ�{ · u_vRw�x7z.Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È?ÉxÄZÊ�Ë�Ù?È;Æ«Å�Ë2Ã;È;Æ�ÇrÈ�ÇZÌ�Æ«ÈRÅ�ËOÔyÊ�ÄZÐ�Ö�ÇrÐ«Ø%Î?Ë
Ñ7Ê�Ä7Ú'ÄZÈ?ÑªÏ#Ä
Ø�î�Ë�Ò
ÇrÏ�Ö;Ã;Å�Ë
ÑÝÄZÃ;Å�ÇrÏ#ÄZÅ�Æ�Ò|ÄZÐ«Ð«ØªîRØ
ÄmÐ«Æ«î;Ê�ÄZÊ�Ø©ÌÍÇrÊ§Ï#ÄZÈ;Æ«Ö;Ã;Ð�ÄZÅ�Æ«È;Ô©Ö�ÇrÐ«Ø%Î?Ë
Ñ7Ê�Ä¹µ�� · Û

> .4-&.G9
H
.I9 ¥ .J. � -�27.G353K6L/�9
3 � ë�Æ«Ê�É�Å|Ú4È?ÇrÅ�Ë�Å�ÎCÄZÅ�Å�Î?Ë�Ñ;ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ?Ò
Ë
(z → f(z))

Ú4î%Ø�Æ«Å�É�ËOÐ�Ì�Ú%É�Æ«Ï�Ö;Ð«Ø�Ñ;ËOÈ?ÇrÅ�Ë
É
Å�Î?Ë�Ä�÷�È?ËFÌ¨Ã;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Ú

f
Ûjù�Î?ËxÑ;ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ?Ò
Ë�ËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ

E.(z → f(z))
Ñ;ËOÈ?ÇrÅ�Ë
ÉTÄZÈªËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ©í§Î?ÇyÉ�ËxÕyÄZÐ«Ã?Ë

ÄZÅ
z
Æ�É�Å�Î?ËFÕrÄZÐ«Ã?Ë�ÇZÌ

E
ÄZÅ

f(z)
Û&b�Å�É§Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�Ï�Ã?É�Å§Å�Î?ËOÊ�ËXÌÍÇrÊ�Ëxî�ËFÅ�Î?Ë�É�ËOÅ§ÇZÌ�Ö�ÇrÆ«ÈRÅ�É�í§Î;Æ�Ò�Î�ÄZÊ�ËxÏ#ÄZÖ;Ö'Ë
Ñ\î%Ø

f
Å�Ç�É�ÇrÏ�ËxÖ�ÇrÆ«ÈRÅTÆ«ÈªÅ�Î?Ë2Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�ÇZÌ

E
Û¥ù�Î;Æ�É§Æ�É§È?ÇrÅ�Î;Æ«È;Ô#î;Ã;ÅTÅ�Î?Ë�Ö;Ê�ËOÆ«Ï#ÄZÔ4Ë2ÇZÌ A ÇrÏ (E)

îRØ
f
Û

M .4HON ¥ =K6L/:9)3 �
reduce(⊕, (z → f(z)), E)

Ñ;ËOÈ?ÇrÅ�Ë
É�ÄZÈ×ËXì)Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ�í§Î?ÇyÉ�Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«ÈÝÆ�ÉFÅ�Î?Ë å � �5P ß�ÇZÌ¥Å�Î?Ë
Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�ÇZÌ

E
îRØ

f
Û�b�Å�É§ÕyÄZÐ«Ã?Ë�ÄZÅ�ÄZÈ%Ø©Ö�ÇrÆ«ÈRÅ|Ú

z
Ú;Æ«È�Å�Î;Æ�É�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�Æ�ÉTÇrî;Å�ÄZÆ«È?Ë
Ñ�î%Ø\Å�Ä�c%Æ«È;Ô­ÄZÐ«Ð�Ö'ÇrÆ«È%Å�ÉTÆ«ÈªÅ�Î?Ë

Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�ÇZÌ
E
í§Î;Æ�Ò�Î¬ÄZÊ�Ë�Ï#ÄZÖ;Ö'Ë
Ñ\Å�Ç

z
îRØ

f
Ú;ÄZÈ?ÑªÄZÖ;Ö;Ð«Ø%Æ«È;Ô#Å�Î?Ë2ÄrÉ�É�Ç)ÒOÆ�ÄZÅ�Æ«Õ4Ë�ÄZÈ?Ñ�Ò
ÇrÏ�Ï2Ã;Å�ÄZÅ�Æ«Õ4ËmÇrÖ'ËOÊ�ÄZÅ�ÇrÊ

⊕
Å�Ç�Å�Î?ËTÕyÄZÐ«Ã?Ë
É�ÇZÌ

E
ÄZÅ¦Å�Î?Ë
É�Ë�Ö'ÇrÆ«È%Å�É|Û=nêË�È?ÇrÅ�Ë�Å�ÎCÄZÅNÅ�Î?Ë�Æ«Ï#ÄZÔ4ËFÇZÌ�Ä�Ö�ÇrÐ«Ø)Î?Ë
Ñ7Ê�ÇrÈ­î%Ø­ÄZÈ\ÄZÊ�î;Æ«Å�Ê�ÄZÊ�Ø©Ä�÷�È?Ë

ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ­Æ�É¦È?ÇrÅ¦Æ«È­Ô4ËOÈ?ËOÊ�ÄZÐ�Ú;Ä�Ö�ÇrÐ«Ø%Î?Ë
Ñ7Ê�ÇrÈ1Û�^ É�Ø)ÈRÅ�ÄrÒOÅ�Æ�Ò�ÄZÈCÄZÐ«Ø7É�Æ�É|Ú%É�Æ«Ï�Æ«Ð�ÄZÊ¦Å�Ç�Å�Ø)Ö�Ë�Ò�Î?Ë
ÒAc%Æ«È;Ô�Ï#Ä|Ø�î'Ë�Ã?É�Ë
Ñ
Å�Ç�ËOÈ?É�Ã;Ê�Ë�Å�ÎCÄZÅmÅ�Î?Ë#ËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ?É�ÄZÈ?ÑêÅ�Î?Ë#Ì¨Ã;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?ÉmÉ�Ö�Ë
ÒOÆ�ÙCË
ÑêÆ«ÈñÄªÊ�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë©ÄZÊ�Ë­ÕyÄZÐ«Æ�Ñ8Û®nêË�í§Æ«Ð«Ð§ÄrÉ�É�Ã;Ï�Ë
Å�ÎCÄZÅ�ÄZÐ«Ð;u_vRwyxBz.ËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ?É§Å�ÎCÄZÅ�í¦Ë�ËOÈ?Ò
ÇrÃ;È?Ñ;ËOÊ�ÖCÄrÉ�É§Å�Î;Æ�É§Å�Ë
É�Å|Û

Q R »�¼����j»CºYÀA�&��¼TS R ¼.�VUK³]��½2»7�.�XW±¼��ê�TÀ�¹]�

^ �7æ$k<l�m ß�àrÞ ærç Ú
P
Æ�É�Ñ;ËXÙ?È?Ë
Ñ�ÄrÉ�Å�Î?Ë¦É�ËOÅ�ÇZÌ?Ö�ÇrÆ«ÈRÅ�É�Æ«È

Rn Å�ÎCÄZÅ�É�ÄZÅ�Æ�É�Ì¨Ø�ÄTÙ?È;Æ«Å�Ë�È%Ã;Ï2î�ËOÊjÇZÌ?Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊ�Æ«È?Ë
Â%ÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�Ë
É|Û
b�È#Å�Î?ËTÖ�ÇrÐ«Ø)Î?Ë
Ñ7Ê�ÄZÐYÏ�Ç)Ñ;ËOÐ�Ú)Ä �7æ$k<l�m ß�àrÞ �$k à æ � �rå¨ç Æ�É¥Å�Î?ËFÉ�ËOÅ¦ÇZÌ8Æ«ÈRÅ�ËOÔ4ËOÊ�Ö�ÇrÆ«ÈRÅ�É¦Æ«È©Ä�Ö'ÇrÐ«Ø)Î?Ë
Ñ7Ê�ÇrÈ é

D = {z ∈
Zn|Qz ≥ q,Q′z = q′}

Ú1í§Î?ËOÊ�Ë
Q
Æ�É2ÄZÈêÆ«È%Å�ËOÔ4ËOÊ

m × n
Ï#ÄZÅ�Ê�Æ�ì8Ú

Q′
Æ�É�ÄZÈêÆ«ÈRÅ�ËOÔ4ËOÊ

m′ × n
Ï#ÄZÅ�Ê�Æ�ì�Ú

q
Æ�É

ÄZÈ
m
ð�Õ4Ë
ÒOÅ�ÇrÊ#ÄZÈ?Ñ

q′
Æ�É�ÄZÈ

m′
ð�Õ4Ë
ÒOÅ�ÇrÊ|Ûÿb�ÅmÆ�É�íNËOÐ«Ð¢c%È?Çgí§ÈñÅ�ÎCÄZÅ�Ö�ÇrÐ«Ø%Î?Ë
Ñ7Ê�Ä�ÎCÄ|Õ4Ë\Ä¬Ñ7ÃCÄZÐ�Ê�ËOÖ;Ê�Ë
É�ËOÈ%Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ

Æ«È×Å�ËOÊ�Ï�É�ÇZÌ§ËOÆ«Å�Î?ËOÊ2Ä­Ù?È;Æ«Å�Ë�É�ËOÅ�ÇZÌ�Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É�ÇrÊ2Ä­Ù?È;Æ«Å�Ë�É�ËOÅ�ÇZÌ¦Ô4ËOÈ?ËOÊ�ÄZÅ�ÇrÊ�É�V¨Õ4ËOÊ�Å�Æ�Ò
Ë
É|Ú1Ê�Ä|Ø)É�ÄZÈ?ÑÝÐ«Æ«È?Ë
É!XXÛ
ù�Î?ËTÐ«Æ«È?Ë|ÄZÐ«Æ«Å�Ø#É�ÖCÄrÒ
Ë�ÇZÌ1Ä�Ö'ÇrÐ«Ø)Î?Ë
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D r mRå â m­èò�yä á%Þ �yä ß èmä3m ß�ßLi�ß�â äÍå EZß�ß)j
á �$kqåÍäal â æ Þ	Þ�ß è��;ærç à å¨çGP\ä�æ­ä3m ß � � æ EZß�â ærç;èXä Þ �rå¨çCä�s
ù�Î?Ëøâ æ � �Nk ß�ÿ å¨äal ÇZÌ�Ä¬Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈôÆ�É�Å�Î?ËªÈRÃ;Ï2î�ËOÊ­ÇZÌ­ßLi�ß�â äÍå ErßÝÑ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?É#ÇZÌxÅ�Î?ËªËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ³Å�Ç×î�Ë

Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë
Ñ8Û

Y Z8t � ujvw�&�x��ydzJ{$���|�~}T�:�(���x�|������%����)�_h � ��e %��
b�ÅNÆ�ÉNíNËOÐ«ÐBc%È?Çgí§È�Å�ÎCÄZÅ�Ä2Ö�ÇrÐ«Ø)Î?Ë
Ñ7Ê�ÇrÈªÒ|ÄZÈ©î�ËFÊ�ËOÖ;Ê�Ë
É�ËOÈRÅ�Ë
ÑªîRØ©Ä2Ì�ÄrÒ
ËFÐ�ÄZÅ�Å�Æ�Ò
ËyÛ&nêËFÖ;Ê�ÇrÖ'ÇyÉ�Ë�Ä�Ï�Ç)Ñ7Æ�ÙCÒ|ÄZÅ�Æ�ÇrÈ
ÇZÌ�Å�Î?ËmÌ¡ÄrÒ
Ë�Ð�ÄZÅ�Å�Æ�Ò
Ë�í§Î?ËOÊ�Ë�Ì¡ÄrÒ
Ë
É2ÄZÊ�Ë�Å�Î;Æ�ÒAc'Û�nêË�í§Æ«Ð«Ð�Ê�ËOÖ;Ê�Ë
É�ËOÈRÅ�Ä©Ö'ÇrÐ«Ø)Î?Ë
Ñ7Ê�ÇrÈêîRØ

C = {c1, . . . , cm}
Ú]Æ«Å�É

î�ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;ÔøÆ«È?Ë
Â%ÃCÄZÐ«Æ«Å�ØôÒ
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�É|Ú�ÄZÈ?Ñ
C′

e = {c′m+1, . . . , c
′

m+m′}
Ú�Å�Î?ËªÉ�ËOÅ©ÇZÌxÆ«Å�É­Ëj��Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ë
ÂRÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�Ë
ÉgÛ

nêË�ÄrÉ�É�Ã;Ï�Ë�Å�ÎCÄZÅ©ÄZÐ«Ð�Ê�Ë
Ñ7Ã;È?Ñ?ÄZÈRÅ\Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É©ÎCÄ|Õ4Ëªî�Ë
ËOÈ Ê�ËOÏ�Ç|Õ4Ë
Ñ8Û�ëCÇrÊ
C = {c1, . . . , cm}

í¦Ë�Ñ;ËXÙ?È?Ë
C′

ine = {c′1, . . . , c
′

m}
ÄrÉ�Å�Î?Ë©É�ËOÅ�ÇZÌ�Ò
ÇrÊ�Ê�Ë
É�Ö�ÇrÈ?Ñ7Æ«È;Ô×Ëj��Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë\Ë
Â%ÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�Ë
É®V¨í§Æ«Å�Î ÄZÈ³ÄZÊ�î;Æ«Å�Ê�ÄZÊ�ØøÅ�Î;Æ�ÒAc%È?Ë
É�É8XXÛ

ª1ËOÅ
C′ = C′

e ∪ C′

ine

Û g Ã;ÊFÌ¡ÄrÒ
ËmÐ�ÄZÅ�Å�Æ�Ò
Ë�Æ�É�Ä­Ð�ÄZÅ�Å�Æ�Ò
Ë�í§Î?ÇyÉ�ËmÈ?Ç)Ñ;Ë
É�ÄZÊ�Ë�É�Ã;î?É�ËOÅ�ÉxÇZÌ
C ∪ C′

Û ¦NÇrÅ�Î
ci

ÄZÈ?Ñ
c′iÒ|ÄZÈ;È?ÇrÅFÅ�ÇrÔ4ËOÅ�Î?ËOÊ�î�ËOÐ�ÇrÈ;Ô#Å�Ç©Ä�È?Ç)Ñ;ËyÛ§ù�Î?Ë�Ö;Ê�Æ«Ï�Ë
Ñ¬ËOÐ�ËOÏ�ËOÈRÅ�É�ÄZÊ�Ë�É	ÄZÆ�Ñ�î'Ë2î'Ë2É�ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�Ë
Ñ�Æ«È�Å�Î?Ë�È?Ç)Ñ;ËyÛ�nêË

í§Æ�É�ÎñÅ�Ç�ËOÏ�Ö;ÎCÄrÉ�Æ«ò|Ë­Å�ÎCÄZÅ�ÄZÐ«ÐNÅ�Î?Ë­È?Ç)Ñ;Ë
ÉmÇZÌ�ÇrÃ;Ê2Ì�ÄrÒ
Ë­Ð�ÄZÅ�Å�Æ�Ò
Ë­Ê�ËOÖ;Ê�Ë
É�ËOÈRÅ�É�ÇrÏ�Ë­Ö'ÇrÐ«Ø)Î?Ë
Ñ7Ê�ÇrÈüÔyÆ«Õ4ËOÈ.î%ØêÅ�Î?Ë
É�Ã;î;Ð�ÄZÅ�Å�Æ�Ò
Ë�í§Æ«Å�Î�Å�Î;Æ�ÉTÈ?Ç)Ñ;Ë�ÄrÉ§Å�Î?Ë�Ê�Ç)ÇrÅ|Û

Á�ÄrÒ�ÎøÈ?Ç)Ñ;Ë�ÎCÄrÉ�Ä�Ð�ËOÕ4ËOÐ¥ÔyÆ«Õ4ËOÈøî%Ø¬Å�Î?Ë�ÈRÃ;Ï2î�ËOÊ�ÇZÌNÐ«Æ«È?Ë|ÄZÊ�Ð«Ø×Æ«È?Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈRÅmËj��Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë­Ë
ÂRÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�Ë
É2Å�ÎCÄZÅ2Æ«Å
É�ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�Ë
É|Û�^�Å§Å�Î?ËxÅ�ÇrÖ�Æ�É�Å�Î?ËxÈ?Ç%Ñ;ËxÅ�ÎCÄZÅ§Ê�ËOÖ;Ê�Ë
É�ËOÈ%Å�ÉTÅ�Î?ËxÖ�ÇrÐ«Ø%Î?Ë
Ñ7Ê�ÇrÈ

C ∪ C′

e

V¨í§Î;Æ�Ò�Î�Ï#Ä|Ø­È?ÇrÅ§î�Ë�ÄZÅ§Ð�ËOÕ4ËOÐ
0
XXÛ
Á�ÄrÒ�ÎêÈ?Ç)Ñ;Ë�Æ«ÈÝÅ�Î?ËmÐ�ÄZÅ�Å�Æ�Ò
Ë�í§Æ«Å�Î

l
Ã;È?É	ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�Ë
Ñ×ËOÐ�ËOÏ�ËOÈRÅ�É�ÎCÄrÉ�ËXì?ÄrÒOÅ�Ð«Ø

l
Ë
Ñ7Ô4Ë
ÉxÅ�Ç©È?Ç%Ñ;Ë
É�ÄZÅxÅ�Î?Ë�È?ËXì7Å

Ð�Ç|íNËOÊªÐ�ËOÕ4ËOÐ�V¨í¦ËÝí§Æ«Ð«Ð�ÄZî;Ã?É�Ë¬È?ÇrÅ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ ÄZÈ?ÑúÒ|ÄZÐ«ÐxÅ�Î?ËOÏ Æ«Å�É­ý�Ò�Î;Æ«Ð�Ñ7Ê�ËOÈ7þ�XXÛ Á�Õ4ËOÊ�ØóÒ�Î;Æ«Ð�ÑúÉ�ÎCÄZÊ�Ë
É©Å�Î?Ë×É�ÄZÏ�Ë

�



.. ..

..

..

k

i

j

....

..
{c′

1
, c2, c3, c4, c5}

{c1, c2, c3, c4, c5}

{c1, c2, c
′

3
, c4, c5} {c1, c2, c3, c4, c

′

5
}

{c′

1
, c′

2
, c3, c4, c5} {c1, c

′

2
, c′

3
, c4, c5} {c1, c

′

2
, c3, c

′

4
, c5} {c1, c

′

2
, c3, c4, c

′

5
}

{c1, c
′

2
, c3, c4, c5} {c1, c2, c3, c

′

4
, c5}

c′

2

c′

4

c′

5

c′

1

c′

3

c1 = {i ≥ 0}

c2 = {j ≥ 0}

c3 = {k ≥ 0}

c4 = {k + j ≥ i}

c5 = {−(k + j) ≥ −10}

{c′

1
, c′

2
, c′

5
}{c′

1
, c′

2
, c3, c

′

4
}{c′

1
, c′

2
, c′

3
, c4}

ë�Æ«ÔyÃ;Ê�Ë q é ëYÄrÒ
ËCª]ÄZÅ�Å�Æ�Ò
Ë�VaoFÇrÅ�Ë�Å�ÎCÄZÅ�ÄZÐ«Ð1Ë
Ñ7Ô4Ë
ÉFÄZÊ�Ë�È?ÇrÅTÉ�Î?Ç|í§È�Å�Ç�Ä
Õ4ÇrÆ�Ñ�ÒOÐ«Ã;Å�Å�ËOÊ!X

É�ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�Ë
Ñ©ËOÐ�ËOÏ�ËOÈRÅ�É§ÄrÉ¦Æ«Å�É�ÖCÄZÊ�ËOÈ%Å|Ú7ÄZÈ?Ñ#Æ«È©ÄrÑ;Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ1Ú7É�ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�Ë
É�ËXì?ÄrÒOÅ�Ð«Ø�ÇrÈ?Ë�ÄrÑ;Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈCÄZÐ8ËOÐ�ËOÏ�ËOÈRÅ¦Ì¨Ê�ÇrÏ Å�Î?Ë
É�ËOÅ�ÇZÌ�Ã;È?É�ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�Ë
Ñ¬ËOÐ�ËOÏ�ËOÈRÅ�ÉFÇZÌ�Æ«Å�É�ÖCÄZÊ�ËOÈ%Å|Û§ù�Î?Ë�É�ËOÅ�ÇZÌ�Ã;È?É�ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�Ë
Ñ¬ËOÐ�ËOÏ�ËOÈRÅ�ÉxÇZÌ�Ä�Ò�Î;Æ«Ð�Ñ�Æ�ÉFÄ�É�Ã;î?É�ËOÅ�ÇZÌ
Å�Î?Ë�É�ËOÅxÇZÌ�Ã;È?É�ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�Ë
Ñ×ËOÐ�ËOÏ�ËOÈRÅ�É2ÇZÌ�Å�Î?ËmÖCÄZÊ�ËOÈRÅ2ÄrÉxÇrÈ?Ë�ÇZÌ�Å�Î?ËOÏ ÎCÄrÉxî'Ë
ËOÈÝÉ�ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�Ë
ÑêÄZÈ?ÑÝÉ�ÇrÏ�ËmÇrÅ�Î?ËOÊ�É
Ê�ËOÈ?Ñ;ËOÊ�Ë
ÑªÊ�Ë
Ñ7Ã;È?Ñ?ÄZÈ%Å��4Û�oFÇ%Ñ;Ë
É�Å�ÎCÄZÅ�ÎCÄ
Õ4Ë�ÄZÈªËj�8Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊ�É�Ã;î?É�ÖCÄrÒ
Ë�ÇZÌ

0
Ñ;Ç�È?ÇrÅTÎCÄ
Õ4Ë2ÄZÈ%Ø�Ò�Î;Æ«Ð�Ñ7Ê�ËOÈ1Û

nêË\Ò
ÇrÈ$d�Ë
ÒOÅ�Ã;Ê�Ë\Å�ÎCÄZÅ�ÇrÃ;ÊmÌ�ÄrÒ
Ë#Ð�ÄZÅ�Å�Æ�Ò
Ë�Ò|ÄZÈüî�Ë­Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�Ã?ÒOÅ�Ë
Ñ ÄZÃ;Å�ÇrÏ#ÄZÅ�Æ�Ò|ÄZÐ«Ð«ØøÌÍÊ�ÇrÏ Å�Î?Ë­É�Å�ÄZÈ?Ñ?ÄZÊ�ÑñÌ�ÄrÒ
Ë
Ð�ÄZÅ�Å�Æ�Ò
Ë�ÇZÌ¥Ä�Ö�ÇrÐ«Ø%Î?Ë
Ñ7Ê�ÇrÈ1Û

g Ã;ÊTÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;Ï Æ�ÉNîCÄrÉ�Ë
Ñ\ÇrÈ\Ä�ÖCÄZÊ�Å�Æ�ÒOÃ;Ð�ÄZÊ§Å�Ê�Ä|Õ4ËOÊ�É�ÄZÐ8ÇZÌ]Å�Î;Æ�ÉNÌ¡ÄrÒ
Ë�Ð�ÄZÅ�Å�Æ�Ò
ËyÛ¥ë?ÇrÊTÄZÈ�ËXì?ÄZÏ�Ö;Ð�Ë�Ö;Ð�Ë|ÄrÉ�Ë�Ê�ËXÌ¡ËOÊ
Å�ÇmÙ?ÔyÃ;Ê�Ë�q7Û

� ²´¹]�.�VUK�CÀA�

b�È�Å�Î;Æ�É�É�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ­í¦ËTÑ;Ë
É�ÒOÊ�Æ«î�Ë§Î?Çgíôí¦Ë�Ò|ÄZÈ©ÄrÒ�Î;Æ�ËOÕ4Ë�Ò
ÇrÏ�Ö;Ð�ËXì)Æ«Å�Ø�Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ­ÇZÌ]ÄxÉ�Æ«È;ÔyÐ�Ë�Ë
ÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ#ÇZÌ8Å�Î?Ë�Ì¡ÇrÊ�Ï

X =
Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë

(⊕, fp, E)
V ¡ X

nêË�í§Æ«Ð«Ð;ÌÍÇ)ÒOÃ?É�ÇrÈ#Å�Î?Ë�Ò|ÄrÉ�Ë§í§Î?ËOÊ�Ë�È?Ç�É�Ö�Ë
ÒOÆ�ÄZÐ'ÄZÐ«Ô4ËOî;Ê�ÄZÆ�Ò�Ö;Ê�ÇrÖ'ËOÊ�Å�Æ�Ë
ÉNÇZÌ
⊕
ÄZÊ�ËTËXì7Ö;Ð�ÇrÆ«Å�Ë
Ñ8Û&b�È�ÖCÄZÊ�Å�Æ�ÒOÃ;Ð�ÄZÊ|Ú

í¦Ë�É�Ã;Ö;Ö'ÇyÉ�ËFÅ�ÎCÄZÅ§Æ«ÅTÑ;Ç)Ë
É�È?ÇrÅTÄrÑ7Ï�Æ«Å�ÄZÈ\Æ«ÈRÕ4ËOÊ�É�ËyÛ�b�È\Ì�ÄrÒOÅ|Ú%íNËxí§Æ«Ð«Ð1É�Ë
ËFîRØ©Å�Î?Ë�ËOÈ?Ñ�ÇZÌ�Å�Î;Æ�É§É�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Ú7Å�ÎCÄZÅ§Æ�Ì
⊕
ÄrÑ7Ï�Æ«Å�É�ÄZÈ�Æ«È%Õ4ËOÊ�É�ËyÚ?Å�Î?ËOÈ¬ÄZÐ«Ð]Ä
ÕyÄZÆ«Ð�ÄZî;Ð�Ë�Ê�ËOÃ?É�ËxÆ«ÈªÅ�Î?Ë2ËXì)Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈªÒ|ÄZÈªî'ËxÅ�Ê�Æ«Õ)Æ�ÄZÐ«Ð«Ø\ËXì)Ö;Ð�ÇrÆ«Å�Ë
Ñ8Û

�OZ�[ �O�&�<%4��
&�
g Ã;Ê�ÄZÈCÄZÐ«Ø)É�Æ�É�íNÇrÊ)c)ÉjÇrÈmÅ�Î?Ë¦Æ«È;Æ«Å�Æ�ÄZÐ)Æ«È7Ì¡ÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�ÇrÈ�Å�ÎCÄZÅ

E
Æ�ÉjÇZÌ?Å�Î?Ë¦ÌÍÇrÊ�Ï

e.fd

Úrí§Î?ËOÊ�Ë
fd

Æ�É�É�ÇrÏ�Ë�Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈ?Ò
Ë
ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û¦ù�Î;Æ�É�Æ«È7ÌÍÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�ÇrÈ�Ï#Ä
Ø�î�Ë�ÄZÃ;Å�ÇrÏ#ÄZÅ�Æ�Ò|ÄZÐ«Ð«Ø�Ñ;ËOÊ�Æ«Õ4Ë
ÑªÅ�Î;Ê�ÇrÃ;ÔyÎÝÄ�ÕrÄZÊ�Æ�ËOÅ�Ø�ÇZÌ¥ÄZÈCÄZÐ«Ø7É�Ë
É|Ú?Ê�ÄZÈ;ÔyÆ«È;Ô#Æ«È
Ò
ÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø�Ì¨Ê�ÇrÏ ÄFÉ�Æ«Ï�Ö;Ð�Ë�Å�Ê�Ä|Õ4ËOÊ�É�ÄZÐ?ÇZÌCÅ�Î?Ë�ËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ�Å�Ê�Ë
Ë�ÇZÌ

E
ÚrÅ�ÇxÄ�É�ÇrÖ;Î;Æ�É�Å�Æ�Ò|ÄZÅ�Ë
ÑmÖ;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏ±ÄZÈCÄZÐ«Ø)É�Æ�ÉjÇZÌ

Å�Î?Ë�ËOÈ%Å�Æ«Ê�ËKu]vSwyx7zÝÉ�Ø7É�Å�ËOÏªÛHb�È­ÇrÃ;ÊNÉ�Æ«Ï�Ö;Ð«Æ�ÙCÒ|ÄZÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ8Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É|Ú)í¦Ë�í¦ÇrÊ)c#ÇrÈ©ÇrÈ;Ð«Ø�Å�Î?Ë�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;ÔmÊ�ËOÈ?Ñ;ËOÊ�Ë
Ñ
ËXì7Ö;Ð«Æ�ÒOÆ«Å§îRØ

fd

Û ö Æ«È?Ò
Ë
E = e.fd

Ú7Å�Î?Ë�É�ËOÏ#ÄZÈRÅ�Æ�Ò
É�ÇZÌjÄ�Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈ?Ò
Ë�ËXì)Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ�Æ«Ï�Ö;Ð«Ø#Å�ÎCÄZÅ|Ú7Ì¡ÇrÊTÄZÈRØ©Ö'ÇrÆ«È%Å|Ú
z
Æ«ÈªÅ�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È

DE

ÇZÌ
E
Ú
E[z] = e[fd(z)]

Û
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ù�Î?ËmÈRÃ;Ð«Ð�É�ÖCÄrÒ
Ë
N (fd)

ÚYí§Î;Æ�Ò�Î×í¦Ë�Ò|ÄZÐ«ÐjÅ�Î?Ë#Þ�ßXá è ß è áy� è���� â�ßOÚ � É�ÖCÄrÒ
ËmÑ;ËXÙ?È?Ë
ÉxÅ�Î;Æ�ÉFÉ�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô©í§Æ«Å�Î;Æ«È
E
Û

ù�Î;Æ�É�Æ�É�î�Ë
Ò|ÄZÃ?É�ËyÚ1ÌÍÇrÊ2ÄZÈ%Ø
ρ ∈

� É�ÖCÄrÒ
ËyÚ]ÄZÈ?ÑøÄZÈRØÝÖCÄZÆ«Ê�ÇZÌ�Ö'ÇrÆ«È%Å�É
z, z′ ∈ DE

É�Ã?Ò�ÎêÅ�ÎCÄZÅ
z′ = z + ρ

Ú8Å�Î?Ë
É�ËOÏ#ÄZÈ%Å�Æ�Ò
ÉTÆ«Ï�Ö;Ð«Ø\Å�ÎCÄZÅ

E[z + ρ] = e[fd(z + ρ)] = e[fd(z) + fd(ρ)] = e[fd(z)] = E[z]
Û

ë?ÇrÊ2Å�Î?Ë�É�Ä�c4Ë�ÇZÌ�É�Æ«Ï�Ö;Ð«Æ�ÒOÆ«Å�ØtV¡ÄZÈ?ÑÝí§Æ«Å�Î?ÇrÃ;Å2Ð�ÇyÉ�É�ÇZÌ�Ô4ËOÈ?ËOÊ�ÄZÐ«Æ«Å�ØyXFíNË�í§Æ«Ð«Ð¦ÄrÉ�É�Ã;Ï�Ë�Å�ÎCÄZÅ
E
Æ�É�ËXì)Ö;Ê�Ë
É�É�Ë
Ñ

Æ«ÈóÅ�Î?Ë�îCÄrÉ�Æ�É
r1, r2, . . . rk, x1, x2, . . . xl

Ú§í§Î?ËOÊ�Ë
r1

Ú�Û
Û
Û
rk

É�ÖCÄZÈ � É�ÖCÄrÒ
ËyÛ ù�Î?Ë��,E �rå�kh� � k ßX�TßOá è ßÝÇZÌmÄZÈ
ËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ�Æ�É�Å�Î?Ë§É�Ã;î?É�ÖCÄrÒ
Ë�ÇZÌ � É�ÖCÄrÒ
ËNÉ�Ã?Ò�Î�Å�ÎCÄZÅ¥ËXì)Ö;Ð�ÇrÆ«Å�Æ«È;Ô�Ê�ËOÃ?É�Ë¦Æ«È�Å�ÎCÄZÅ�É�Ã;î?É�ÖCÄrÒ
Ë§ÄrÒ�Î;Æ�ËOÕ4Ë
É�Ä�Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ
ÇZÌjÅ�Î?Ë�Ëj��Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë2Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?É�ÇZÌjÅ�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�ÇZÌjÅ�Î?Ë�ËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ1Û

�OZ8t !�#$�d���
�_����
&�"�����$� �<%��]e��J�<�x� �]�
ë?ÇrÊNÅ�Î?Ë�ËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ

E
Ú)É�ÎCÄZÊ�Æ«È;ÔmÒ|ÄZÈ©î�Ë�ËXì7Ö;Ð�ÇrÆ«Å�Ë
Ñ©ÄZÐ�ÇrÈ;Ô

rE =
∑

ciri, r ∈ AR(DE)
Û�ù�ÎRÃ?ÉNí¦Ë�Ï#Ä
Ø#Ê�ËOÃ?É�Ë

Å�Î?Ë�ÕyÄZÐ«Ã?Ë
E[zE − rE]

Ì¡ÇrÊ
E[z]

í§Î?ËOÈ
zE − rE ∈ DE

Û�b�Ì�í¦Ë­É�Î;Æ�ÌÍÅ
E
ÄZÐ�ÇrÈ;Ô

rE

Ú�í¦Ë�Ô4ËOÅ�Ö;Ê�Ë
ÒOÆ�É�ËOÐ«ØÝÅ�Î?Ë
Ò
ÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?ÉTÇZÌ

E
Å�ÎCÄZÅ§Ò|ÄZÈ­î�ËTÊ�ËOÃ?É�Ë
Ñ8Û¥ù�Î?Ë
É�ËFÒ
ÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É�î'ËOÐ�ÇrÈ;Ô�Å�Ç�Å�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�ÇZÌ1Å�Î?ËxËXì)Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ

E.(zE → zE−rE)
Ñ;ËOÈ?ÇrÅ�Ë
Ñ�îRØ

D′

E

ÛH^�É]í¦Ë¦Ï�Ç|Õ4ËNÄZÐ�ÇrÈ;Ô
rE

Ú�í¦Ë¦É�Å�Æ«Ð«ÐRÈ?Ë
Ë
Ñ2Å�ÇTÖ�ËOÊ�ÌÍÇrÊ�Ï Å�Î?ÇyÉ�Ë�Ò
ÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É
í§Î;Æ�Ò�ÎÝÎCÄrÉFÈ?ÇrÅFî'Ë
ËOÈ¬Ö;Ê�ËOÕ%Æ�ÇrÃ?É�Ð«Ø�ËOÕrÄZÐ«ÃCÄZÅ�Ë
Ñ8Ûxù�Î?Ë
É�Ë�î�ËOÐ�ÇrÈ;Ô­Å�Ç­Å�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È

DE − D′

E

Ñ;ËOÈ?ÇrÅ�Ë
Ñ¬î%Ø
DE1

Û
^FÉTÒ|ÄZÈ�î'Ë�É�Ë
ËOÈ�Ì¨Ê�ÇrÏ Å�Î?Ë
ÇrÊ�ËOÏ ¡ Ú

DE1

Æ�É�ÄmÃ;È;Æ�ÇrÈ�ÇZÌjÖ�ÇrÐ«Ø%Î?Ë
Ñ7Ê�Ä7Ú?Ë|ÄrÒ�Î�í§Î;Æ�Ò�ÎªÆ�É�Ä�Ì�ÄrÒ
ËOÅ�ÇZÌ
DE

Û
nóÎ?ËOÈ­Å�Î?ËOÊ�ËFÆ�É�Ä�Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈªÇZÌ1Å�Î?ËFËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ

E
ÄrÉ¦É�Ö�Ë
ÒOÆ�ÙCË
Ñ­îRØ¶V ¡ XXÚ)Å�Î?ËFÊ�Ë
É�Ã;Ð«Å

X
Æ�É¦Ñ;ËXÙ?È?Ë
Ñ\ÇrÈ©Å�Î?Ë

Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È
DX = fp(DE)

Ûjù�Î?ËTÕyÄZÐ«Ã?Ë�ÇZÌ
X
ÄZÅNÄZÈ#Æ«Å�ËOÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ©Ö�ÇrÆ«ÈRÅ|Ú

zX

ÚRÆ�É�Å�Î?Ë�Ò
ÇrÏ2î;Æ«ÈCÄZÅ�Æ�ÇrÈÿV¨îRØ
⊕
X�ÇZÌ1Å�Î?ÇyÉ�Ë

Ò
ÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É2ÇZÌ
E
Ú8Å�Î?ËmÆ«È?Ñ7Æ�Ò
Ë
É�ÇZÌ�í§Î;Æ�Ò�ÎêÏ#ÄZÖÝÅ�Ç

zX

î%Ø�Å�Î?Ë�Ö;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈÝÌ¨Ã;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ
fp

ÛKnóÎ?ËOÈÝÅ�Î?ËOÊ�Ë�Æ�É
É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�ÇZÌCÕyÄZÐ«Ã?Ë
ÉjÆ«È

E
ÚRÄFÉ�Ã;î?É�ËOÅ�ÇZÌCÅ�Î?Ë�ÕyÄZÐ«Ã?Ë
É�Å�ÎCÄZÅ�ÄrÉ�É�Æ«ÔyÈ�Å�ÇFÅ�Î?ËNÊ�Ë
É�Ã;Ð«Å�ÄZÅ

zX

Ï#Ä|Ø�ÎCÄ|Õ4Ë�î'Ë
ËOÈ�Ò
ÇrÏ�î;Æ«È?Ë
Ñ
Å�Î;Ê�ÇrÃ;ÔyÎ#Å�Î?ËTÊ�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ#Å�Ç2ÄrÉ�É�Æ«ÔyÈ�Å�Î?Ë§Ê�Ë
É�Ã;Ð«Å¦ÄZÅ¦ÄZÈ?ÇrÅ�Î?ËOÊ¦Æ«Å�ËOÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ#Ö�ÇrÆ«ÈRÅ|Ú%É�Ä
Ø4Ú

zX −rX

Û�ù�Î?Ë�ÕrÄZÐ«Ã?Ë
X[zX ]Æ�É�Å�Î?ËOÈ�Ï�ËOÊ�ËOÐ«Ø©Å�Î?Ë�Ò
ÇrÏ2î;Æ«ÈCÄZÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ�Æ«Å�É¦ý�Ð�ËXÌ¨Å�ð�ÇgÕ4ËOÊ�þ�ÕrÄZÐ«Ã?Ë
É�í§Æ«Å�Î

X[zX − rX ]
Û¥ù�Î?Ë
É�ËFÐ�ËXÌ¨Å�ð�ÇgÕ4ËOÊTÕyÄZÐ«Ã?Ë
ÉTÄZÊ�Ë

Å�Î?ÇyÉ�Ë�í§Î;Æ�Ò�Î.î�ËOÐ�ÇrÈ;ÔªÅ�Ç
DE1

ÄZÈ?ÑêÏ#ÄZÖêÅ�Ç
zX

îRØ
fp

Û�b�Å�Ò|ÄZÈ.î'Ë�É�Ë
ËOÈêÅ�ÎCÄZÅ�í§Î?ËOÈ
rX

Ú]Å�Î?Ë#Ñ7Æ«Ê�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ.ÇZÌ
Ö;Ê�ÇrÖCÄZÔRÄZÅ�Æ�ÇrÈüÇZÌNÖCÄZÊ�Å�Æ�ÄZÐNËOÕrÄZÐ«ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É2Æ«È

X
Ú�Æ�É2Ä�Ò
ÇrÈ?É�Ë
Â%Ã?ËOÈ?Ò
Ë#ÇZÌ�Å�Î?Ë�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�ÇZÌ§ÕyÄZÐ«Ã?Ë
É�ÇZÌ

E
ÄZÐ�ÇrÈ;Ô

rE

Ú
Å�Î?ËOÈ

rX = fp(rE)
ÇrÊ�Ä�Ï�Ã;Ð«Å�Æ«Ö;Ð�Ë2ÇZÌjÆ«Å|Û�oFÇrÅ�ËxÅ�ÎCÄZÅ�Ä�Ñ;ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ?Ò
Ë2Æ�É§Æ«ÈRÅ�Ê�Ç)Ñ7Ã?Ò
Ë
Ñªí§Æ«Å�Î;Æ«È�Å�Î?Ë�ÕrÄZÐ«Ã?Ë
É�ÇZÌ

XÄZÐ�ÇrÈ;Ô
rX

Û2ë?ÇrÊ�Å�Î;Æ�É�Ê�Ë|ÄrÉ�ÇrÈ1Ú8í¦Ë�Ò|ÄZÈ;È?ÇrÅ�Ò�Î?Ç%ÇyÉ�Ë
rE ∈ N (fp)

Ú1É�Æ«È?Ò
Ë�Å�Î?ËOÈ
rX = 0

ÄZÈ?ÑÝÅ�Î?Ë�Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈ?Ò
Ë
í§Æ«Å�Î;Æ«È

X
íNÇrÃ;Ð�Ñ­î�Ë�ÒOØ7ÒOÐ«Æ�ÒyÛ�ù�Î?ËTÊ�Ë
ÒOÃ;Ê�Ê�ËOÈ?Ò
Ë�ÄZÊ�Æ�É�Æ«È;Ô�ÌÍÊ�ÇrÏ Ä�Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈ?Ò
ËxÄZÐ�ÇrÈ;Ô

rE

Æ�É¦Æ«È;Æ«Å�Æ�ÄZÐ«Æ«ò|Ë
Ñ©ÄZÅNÅ�Î?ÇyÉ�Ë
Ò
ÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?ÉTí§Î;Æ�Ò�ÎªÑ;ÇmÈ?ÇrÅ�Çrî;Å�ÄZÆ«È�ÄZÈ%Ø­ÖCÄZÊ�Å�Æ�ÄZÐ1ËOÕyÄZÐ«ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ\ÌÍÊ�ÇrÏ ÄZÈ?ÇrÅ�Î?ËOÊ|Û�ù�Î;Æ�É�î'ËOÐ�ÇrÈ;Ô�Å�ÇmÅ�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È
DXB = fp(DE)− fp(D

′

E)
Û�ù�Î?Ë�Ò
ÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É§ÇZÌ

X
Å�ÎCÄZÅ¦È?Ë
Ë
Ñ\Ä�Ê�Ë
É�Æ�Ñ7ÃCÄZÐYÊ�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈªÇZÌ1Ð�ËXÌÍÅ�ð�Ç|Õ4ËOÊ�ÕyÄZÐ«Ã?Ë
É

ÇZÌ
E
Ð«Æ�Ë�Æ«ÈªÅ�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È

DX1
= fp(DE1

)nêË�í§Æ«Ð«Ð]È?Ç|í ËXì7Ö;Ê�Ë
É�É§Ï#ÄZÅ�Î?ËOÏ#ÄZÅ�Æ�Ò|ÄZÐ«Ð«Ø4ÚYÅ�Î?ËxÊ�ËOÃ?É�Ë�ÇZÌ
E
ÄZÐ�ÇrÈ;Ô

rE

Ú)ÌÍÇrÊ§Å�Î?Ë�Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ|V ¡ X

X =
Ò|ÄrÉ�Ë
DXB : X1

DX1
−DXB : X.(z → z − rX) ⊕ X1

DX −DX1
−DXB : X.(z → z − rX)Ë
É�ÄrÒ V
qÜX

X1 =
Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë

(⊕, fp,DE1
: E)

V3sSX

í§Î?ËOÊ�ËxÅ�Î?Ë
É�ËxÆ�ÉTÄmÒ|ÄrÉ�ËxËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ\Ì¡ÇrÊ�Ñ;ËXÙ?È;Æ«Å�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ
X
í§Æ«Å�Î�Ä�î;Ê�ÄZÈ?Ò�Î�Ì¡ÇrÊ�Å�Î?ËxÆ«È;Æ«Å�Æ�ÄZÐ«Æ«ògÄZÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ�Ò
ÇrÏ�Ö;Ã;Å�Ä�ð

Å�Æ�ÇrÈ?ÉTÆ«È
X
ÚYÄZÈ?Ñ�Å�í¦Ç�ÌÍÇrÊ�Å�Î?Ë�Ê�Ë
ÒOÃ;Ê�É�Æ�ÇrÈªðNÇrÈ?Ë2ÇZÌ�í§Î;Æ�Ò�Î�Ê�Ë
ÂRÃ;Æ«Ê�Ë
É�Å�Î?Ë2ËOÕyÄZÐ«ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ�Ä è	å � �Nk ßXÞ�Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ

V¨îRØ\Å�Î?Ë
ÇrÊ�ËOÏ ¡ Ú?Å�Î?Ë�Ò
ÇrÏ�Ö;Ð�ËXì)Æ«Å�ØªÇZÌ�Å�Î;Æ�É§Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�Æ�É�ÄZÈªÇrÊ�Ñ;ËOÊ�ÇZÌ�Ï#ÄZÔyÈ;Æ«Å�Ã?Ñ;Ë�Ð�Ë
É�ÉTÅ�ÎCÄZÈªÅ�Î?Ë�Ö;Ê�ËOÕ)Æ�ÇrÃ?É!XXÛ
b�È\Ì¡ÄrÒOÅ|ÚCÇrÃ;Ê§Å�Ê�ÄZÈ?É�ÌÍÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�ÇrÈ¬É�Î?ÇrÃ;Ð�Ñ�ÎCÄ|Õ4Ë�î'Ë
ËOÈ

X1 =
Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë

(⊕, (zX , ir → zX), X ′

1)
V
{ÜX

X ′

1 =
Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë

(⊕, (z → fp(z), rE),DE1
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D′

E−
DE

Å�ÎCÄZÅ�Ï#ÄZÖ?É�Å�Ç©Ä�ÕyÄZÐ«Æ�Ñ�Æ«Å�ËOÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ�Ö�ÇrÆ«ÈRÅFÆ«È
X
Û�ZNÇrÈ?É�Æ�Ñ;ËOÊ�Å�Î?Ë�î�ÇrÃ;È?Ñ?ÄZÊ�Ø

bT
i zE = βi

ÇZÌ�Å�Î?Ë2Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å
bT
i zE ≥ βi

ÌÍÇrÊ
DE

Û g î?É�ËOÊ�Õ4Ë�Å�ÎCÄZÅ|Ú;Æ�ÌjÅ�Î?ËOÊ�Ë�Æ�É�Ä�Ò
ÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ�Æ«ÈªÅ�Î;Æ�ÉTî�ÇrÃ;È?Ñ?ÄZÊ�Ø\Å�ÎCÄZÅ�Ò
ÇrÈRÅ�Ê�Æ«î;Ã;Å�Ë
É�Å�Ç#ÄZÈ
ý�Æ«ÈRÅ�ËOÊ�Æ�ÇrÊ�Ö�ÇrÆ«ÈRÅ�þ���Æ«È

X
Ú)Å�Î?ËOÈ­Å�Î?ËOÊ�Ë�Æ�ÉNÅ�Î?Ë�Ò
ÇrÊ�Ê�Ë
É�Ö�ÇrÈ?Ñ7Æ«È;Ô�Ò
ÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈªÇrÈ­Å�Î?Ë�ÎRØ)Ö�ËOÊ�Ö;Ð�ÄZÈ?Ë

bT
i z′E = βi =

bT
i (zE − rE)

í§Î;Æ�Ò�Î�íNÇrÃ;Ð�Ñ�Ò
ÇrÈRÅ�Ê�Æ«î;Ã;Å�Ë2Å�Ç#ÄZÈ�Æ«Å�ËOÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ�Ö�ÇrÆ«ÈRÅ�Æ«È
X
Û

ù�Î;Æ�ÉNÎ?ÇrÐ�Ñ;É¦Æ�Ì�ÄZÐ«ÐYÒ
ÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É§ÇZÌ]Å�Î?Ë�ÎRØ)Ö'ËOÊ�Ö;Ð�ÄZÈ?Ë
bT
i zE = βi

Ò
ÇrÈRÅ�Ê�Æ«î;Ã;Å�ËxÅ�Ç2î'ÇrÃ;È?Ñ?ÄZÊ�Ø#Ö'ÇrÆ«È%Å�ÉNÇZÌ
X
Û

ÜÝÄZÅ�Î?ËOÏ#ÄZÅ�Æ�Ò|ÄZÐ«Ð«Ø4Ú?Å�Î;Æ�ÉTÅ�Ê�ÄZÈ?É�Ð�ÄZÅ�Ë
ÉTÅ�Ç

N (fp) ∩ ELS(DE) ⊆ {bT
i zE = 0}

V
�ÜX
� � '!+@
�� �����!���&+��)�!�
'!�S#4(*��(*'82��"0K�$�)J»�&
�'��4��+
:<'!+��Ë�.�9+���� +�'ò>����
�
����L.'!:y
����������E
��"�!��+���0 2�>?
��"'!��
�'�+�����'PJ»�&
��������7�$2 ����>��

'!:�
����&>�'!���a
��!�ò
B
�� �">�� �����
�D'A:����Ü��>�
���J»�&��� 2��!���E
�������F
�x� ��
�� �"�ò
���+���'A+)# (*�&���)�!��
��$�A
B
�� �&�E
���+��A
���'8� �4'8���ò


zX

�"�D�
2 >?��
��$�A

zX + rX ∈ DX

F

U5 



nêËmÑ;ËXÙ?È?Ë
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îCÄrÉ�Æ�É�Ì¡ÇrÊ§Å�Î?Ë�É�ËOÐ�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ�Å�Î?Ë�Ê�ËOÃ?É�Ë�Ñ7Æ«Ê�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û

�OZ¤Y ¥ �]��� %G�'���)

ù�Î?Ë�Ë
Â%ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈCÄZÐ�Å�Ê�ÄZÈ?É�Ì¡ÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�ÇrÈñÖ;Ê�ÇrÖ'ÇyÉ�Ë
ÑêÆ«È\V3sSXXÚ]Ê�ËOÖ;Ð�ÄrÒ
Ë
ÑøÅ�Î?Ë�ÇrÊ�Æ«ÔyÆ«ÈCÄZÐ�Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈñí§Æ«Å�Î.Ä�É�Æ«Ï�Æ«Ð�ÄZÊ2Ê�ËXð
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ³î;Ã;Å�Ç|Õ4ËOÊ�Å�Î?Ë©Ê�Ë
É�Å�Ê�Æ�ÒOÅ�Ë
ÑüÑ;ÇrÏ#ÄZÆ«È

DE1
= DE − D′

E

ÛÝë;Ê�ÇrÏ Å�Î?Ë
ÇrÊ�ËOÏ ¡ Ú�Å�Î;Æ�ÉmÆ�É�Ö�ÇrÅ�ËOÈRÅ�Æ�ÄZÐ«Ð«Ø³Ä
Ã;È;Æ�ÇrÈøÇZÌ�Ö'ÇrÐ«Ø)Î?Ë
Ñ7Ê�Ä7Û�nêË�Ò|ÄZÈ.É�ËOÖCÄZÊ�ÄZÅ�Ë�Å�Î;Æ�É�Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ.Æ«ÈRÅ�Ç�Ä\É�ËOÊ�Æ�Ë
É2ÇZÌ�Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É|Ú�Ë|ÄrÒ�ÎøÇ|Õ4ËOÊ�Ä©Ö'ÇrÐ«Ø%ð
Î?Ë
Ñ7Ê�ÄZÐ�É�Ã;î'Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È1Û�ù�Î?Ë�Ã;È;Æ�ÇrÈ¬ÇZÌ¥ÄZÐ«Ð�Å�Î?Ë
É�Ë�Ö�ÇrÐ«Ø%Î?Ë
Ñ7Ê�ÄZÐ�É�Ã;î�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È?É�Ë
Â%ÃCÄZÐ

DE1

ÄZÈ?Ñ�Å�Î?ËOÆ«Ê�Æ«ÈRÅ�ËOÊ�É�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ
Æ�ÉTÅ�Î?Ë�ËOÏ�Ö;Å�ØªÑ;ÇrÏ#ÄZÆ«È1Û§ù�Î?Ë
É�Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È?ÉFÄZÊ�Ë2Õ4ËOÊ�ØªÉ�Æ«Ï�Æ«Ð�ÄZÊ�Å�Ç�Å�Î?Ë�Ö�ÇrÐ«Ø%Î?Ë
Ñ7Ê�ÄZÐjÉ�Ã;î�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È?ÉTÆ«È�Å�Î?Ë
ÇrÊ�ËOÏ ¡ Û
ù�Î?Ë#ÇrÈ;Ð«Ø×Ñ7Æ��8ËOÊ�ËOÈ?Ò
Ë�Æ�É2Å�ÎCÄZÅ�Å�Î?Ë
É�Ë#ÄZÊ�Ë­Ñ7Æ�Éad�ÇrÆ«È%Å|Û­ù�Î;Æ�É�Ò|ÄZÈøî�Ë�Ë|ÄrÉ�Æ«Ð«ØÝÆ«È?Ò
ÇrÊ�Ö�ÇrÊ�ÄZÅ�Ë
Ñêí§Æ«Å�ÎøÅ�Î?Ë�ÌÍÇrÐ«Ð�Çgí§Æ«È;Ô
Ï�Ç)Ñ7Æ�ÙCÒ|ÄZÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌjÅ�Î?ËxÖ;Ê�ËOÕ%Æ�ÇrÃ?É�Ñ;ËXÙ?È;Æ«Å�Æ�ÇrÈ

βi ≤ bT
i z < βi + bT

i r, z ∈ Di

V U5  X
í§Î?ËOÊ�Ë

Di = Di−1 ∩ {bT
i−1z ≥ βi−1 + bT

i−1r}
ÄZÈ?Ñ

D0 = DE

Û¢o�ÇrÅ�Ë2Å�ÎCÄZÅ�É�Ã?Ò�Î¬Ä�Ö�ÇrÐ«Ø)Î?Ë
Ñ7Ê�ÄZÐ�É�Ã;î�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È
ÄZÐ�É�Ç�Ò
ÇrÊ�Ê�Ë
É�Ö'ÇrÈ?Ñ;É�Å�Ç�Å�ÎCÄZÅ�Ì�ÄrÒ
ËOÅ�ÇZÌ

D
í§Î;Æ�Ò�Î­É�ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�Ë
É�Å�Î?Ë�Ëj�8Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ë
Â%ÃCÄZÐ«Æ«Å�Ø�Ò
ÇrÊ�Ê�Ë
É�Ö�ÇrÈ?Ñ7Æ«È;Ô�Å�Ç

bT
i z ≥ βi

Û
b�È#Ì�ÄrÒOÅ|ÚRÆ«ÅNÆ�ÉNÖ;Ê�Ë
ÒOÆ�É�ËOÐ«Ø�Å�ÎCÄZÅNÌ�ÄrÒ
ËOÅ|Ú%í§Æ«Å�Î©Å�Î?ËFî'ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô�Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�É

bT
j z ≥ βj

É�Î;Æ�ÌÍÅ�Ë
Ñ­îRØ­Ò
ÇrÈ?É�Å�ÄZÈRÅ�Õ4Ë
ÒOÅ�ÇrÊ
bT
j r

Ì¡ÇrÊ�ÄZÐ«Ð
j < i

Ú;í§Æ«Å�Î
βi ≤ bT

i z < βi + bT
i r

Æ«È?É�Å�ÄZÈRÅ�Æ�ÄZÅ�Ë
Ñ¬ÄrÉ§Å�Î?Ë�Ëj�8Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ë
ÂRÃCÄZÐ«Æ«Å�Ø4Û
ù�Î?Ë2Ö'ÇrÐ«Ø)Î?Ë
Ñ7Ê�ÄZÐ�É�Ã;î�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�Æ«È|V U5  X�Æ�É�È?ÇrÈ�ËOÏ�Ö;Å�Ø�ÇrÈ;Ð«Ø\í§Î?ËOÈ

bT
i r > 0

Û�nêË2í§Æ«Ð«Ð]È?Çgí Ñ;ËOÏ�ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÅ�Ë
Å�ÎCÄZÅFÅ�Î?ËmÉ�Æ«Ï�Ö;Ð�ËOÊ�Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É�ÇgÕ4ËOÊFÅ�Î?Ë
É�Ë2Ö�ÇrÐ«Ø%Î?Ë
Ñ7Ê�ÄZÐjÉ�Ã;î�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È?É�ÄZÊ�Ë�ÄZÏ�ËOÈCÄZî;Ð�ËmÅ�Ç#Ì¨Ã;Ê�Å�Î?ËOÊFÊ�ËOÃ?É�ËyÛFù�Î?Ë
Ëj�8Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊ�É�Ã;î?É�ÖCÄrÒ
Ë2ÇZÌ�Å�Î?Ë
É�ËxÆ�É

ELS(DE) ∩ {bT
i z = 0}

Û¥ù�Î?ËOÆ«Ê�Ä|ÕrÄZÆ«Ð�ÄZî;Ð�Ë2Ê�ËOÃ?É�ËxÆ�É§Å�Î?ËOÊ�ËXÌ¡ÇrÊ�Ë

ELS(DE) ∩ {bT
i z = 0} ∩

� É�ÖCÄrÒ
Ë
í§Î;Æ�Ò�Î¬Æ�ÉFÇZÌ�ÇrÈ?Ë�Ð�Ë
É�É�Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ�Å�ÎCÄZÈ

AR(DE)
É�Æ«È?Ò
Ë

bT
i r > 0

ÛTù�Î?ËOÊ�ËXÌ¡ÇrÊ�ËyÚCÅ�Î?Ë2Ï#Ä�ì)Æ«Ï�Ã;Ï Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈÝÇZÌ
Ò
ÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø�ÇZÌ�Å�Î?Ë§Æ«È;Æ«Å�Æ�ÄZÐCÊ�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ­Æ�É¥Å�Î?Ë§È%Ã;Ï2î�ËOÊ¦ÇZÌ8Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?É¦ÇZÌ1Ä
ÕyÄZÆ«Ð�ÄZî;Ð�ËTÊ�ËOÃ?É�ËTÇZÌ8Æ«Å�É¥Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È1Û�ù�Î?Ë
ÄZî�Ç|Õ4Ë�Ê�Ë
É�Ã;Ð«Å�É�Î?Ç|íTÉ2Å�ÎCÄZÅ�Æ«Å�Æ�É�Ö�ÇyÉ�É�Æ«î;Ð�Ë�Å�ÇªËXì7Ö;Ð�ÇrÆ«Å�ÄZÐ«Ð¦Ä|ÕrÄZÆ«Ð�ÄZî;Ð�Ë­É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô?Ú1Æ�Û¶ËyÛ«Ú�Å�ÎCÄZÅ2ËXì7Ö;Ð�ÇrÆ«Å�Æ«È;Ô�Ä�É�ËOÅ�ÇZÌ
Ê�ËOÃ?É�Ë�Õ4Ë
ÒOÅ�ÇrÊ�ÉTÆ«È � É�ÖCÄrÒ
Ë�Ñ;Ç)Ë
É§È?ÇrÅTÖ;Ê�Ë
ÒOÐ«Ã?Ñ;Ë�Å�Î?Ë�Ã?É�Ë�ÇZÌ¥ÄZÈRØ�ÇrÅ�Î?ËOÊTÐ«Æ«È?Ë|ÄZÊ�Ð«Ø\Æ«È?Ñ;ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ%Å�Ê�ËOÃ?É�Ë�Õ4Ë
ÒOÅ�ÇrÊ�É|Û

¦ §Ñ��ºYÀA�ê�.��À�ºGU

nêË�ÎCÄ|Õ4Ë#É�Ë
ËOÈêÅ�ÎCÄZÅmÄ�Ì¨Å�ËOÊ�Ê�ËOÃ?É�Ë­ÄZÐ�ÇrÈ;Ô�ÇrÈ?Ë�Õ4Ë
ÒOÅ�ÇrÊ|Ú�ÌÍÃ;Ê�Å�Î?ËOÊ2ËXì7Ö;Ð�ÇrÆ«Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ.ÇZÌTÉ�ÎCÄZÊ�Æ«È;ÔªÆ�É2Ö'ÇyÉ�É�Æ«î;Ð�Ë�ÇrÈêÅ�Î?Ë
Ê�Ë
É�Æ�Ñ7ÃCÄZÐ)Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�Ë
ÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ1ÛHnêË�ÎCÄ|Õ4ËNÄZÐ�É�Ç�Çrî?É�ËOÊ�Õ4Ë
Ñ�Å�ÎCÄZÅ]Å�Î?ËNÒ
ÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ�Å�ÇTî�Ë�É�ÄZÅ�Æ�É�ÙCË
Ñ�Ì¡ÇrÊ�ÄTÕrÄZÐ«Æ�Ñ�Ê�ËOÃ?É�Ë
Æ�É�Æ«È?Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈRÅTÇZÌjÄZÈ%Ø­Ö;Ê�Ë
Ñ;Ë
ÒOÆ�Ñ;Ë
Ñ�Ò�Î?ÇrÆ�Ò
ËyÛ�b�È­Å�Î;Æ�É§É�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Ú7í¦Ëxí§Æ«Ð«Ð8Ñ;ËOÕ4ËOÐ�ÇrÖ�ÄZÈ�ÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;Ï Å�Ç�Ñ;ËOÅ�ËOÊ�Ï�Æ«È?Ë
Å�Î?Ë�Ê�ËOÃ?É�ËTÕ4Ë
ÒOÅ�ÇrÊ¦ÌÍÇrÊNÅ�Î?ËTÆ«È;Æ«Å�Æ�ÄZÐ'Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈªÄZÈ?Ñ�Ì¡ÇrÊNÄZÐ«Ð'Ê�Ë
É�Æ�Ñ7ÃCÄZÐ'Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É§ÄZÅNÑ7Æ��8ËOÊ�ËOÈRÅNÊ�Ë
ÒOÃ;Ê�É�Æ�ÇrÈ\Ñ;ËOÖ;Å�Î?É

U4U



Å�Ç�ÔyÃCÄZÊ�ÄZÈ%Å�Ë
Ë2Ç|Õ4ËOÊ�ÄZÐ«Ð�ÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐ«Æ«Å�Ø�Æ«È�Å�Î?Ë�Ò
ÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�ØªÇZÌjÅ�Î?Ë�Ê�Ë
É�Ã;Ð«Å�Æ«È;Ô­Ë
ÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ;VÍÉ!XXÛ�nêË�í§Æ«Ð«Ð�ÄrÒ�Î;Æ�ËOÕ4Ë2Å�Î;Æ�É
Å�Î;Ê�ÇrÃ;ÔyÎ�Ä�Ñ7Ø)ÈCÄZÏ�Æ�Ò�Ö;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏ�Ï�Æ«È;Ô#ÌÍÇrÊ�Ï�Ã;Ð�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Û

¦�ËXÌ¡ÇrÊ�Ë�íNËxÖ;Ê�Ç%Ò
Ë
Ë
Ñ8Ú7íNË�Ò
ÇrÈ?É�Æ�Ñ;ËOÊ§Å�Î?ËxÉ�Ö�Ë
ÒOÆ�ÄZÐ�Ò|ÄrÉ�ËFÇZÌ�Ä�Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Ú
reduce(⊕, fp, E)

Ú)í§Î?ËOÊ�Ë
Dom(E)ÎCÄrÉ�Ä�Ð«Æ«È?Ë|ÄZÐ«Æ«Å�ØªÉ�ÖCÄrÒ
Ë�ÄZÈ?Ñ\Å�Î?Ë�É�ÇrÐ«Ã;Å�Æ�ÇrÈ�Å�Ç�Å�Î?Ë�ÕyÄZÐ«Æ�Ñ7Æ«Å�Ø\Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�ËOÏ�î'Ë
Ñ;ÉFÄmÈ?ÇrÈ7ð�Å�Ê�Æ«Õ%Æ�ÄZÐ]Ð«Æ«È?Ë|ÄZÐ«Æ«Å�Ø¸VÍÉ�Ã;îNX

É�ÖCÄrÒ
Ë
L
Û@nêËTÏ#Ä|Ø�Ö;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�¨TÅ�Î?ËTÖ�ÇrÐ«Ø)Î?Ë
Ñ7Ê�ÇrÈ\ÄZÐ�ÇrÈ;Ô

L
Å�Ç2Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë�Å�Î?ËFÒ
ÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø#ÇZÌ8Å�Î?Ë�Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ­î%Ø�Å�Î?Ë

ÈRÃ;Ï�î'ËOÊ�ÇZÌjÑ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?É�ÇZÌ
L
Û=¬�ÄZÐ«Ã?Ë
É�ÇZÌ

X
íNÇrÃ;Ð�Ñ�î�ËxÆ�Ñ;ËOÈRÅ�Æ�Ò|ÄZÐ�ÄZÈ?Ñ\Å�Î%Ã?É§È?Ë
Ë
Ñ�Ä�î;Ê�Ç4ÄrÑ;Ò|ÄrÉ�Å�ÄZÐ�ÇrÈ;Ô

fp(L)ÇZÌ¦Å�Î?Ë�ÕrÄZÐ«Ã?Ë
É�ÇZÌ�Å�Î?Ë�Ê�Ë
É�Ã;Ð«Å�ÇZÌ�Å�Î?Ë�Ï�Ç%Ñ7Æ�ÙCË
Ñ×Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û«YFËOÈ?Ò
ËXÌ¡ÇrÊ�Å�Î1Ú1í¦Ë­ÄrÉ�É�Ã;Ï�ËmÅ�ÎCÄZÅ�Æ�Ì¦È?Ë
Ò
Ë
É�É�ÄZÊ�Ø�íNË
Ö�ËOÊ�ÌÍÇrÊ�Ï�Ä�Ö;Ê�ËOÖ;Ê�Ç%Ò
Ë
É�É�Æ«È;Ô�É�Å�ËOÖªÄZÈ?Ñ#ÌÍÃ;Å�Î?ËOÊTÄZÈCÄZÐ«Ø)É�Æ�É�Æ�É¦Å�Çmî�Ë�Ö�ËOÊ�Ì¡ÇrÊ�Ï�Ë
Ñ©ÇrÈ\Å�Î?ËxÏ�Ç)Ñ7Æ�ÙCË
Ñ©Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û�nêË
í¦ÇrÃ;Ð�Ñ�Ô4ËOÈ?ËOÊ�ÄZÅ�Ë�ÇrÃ;Ê§Ì�ÄrÒ
ËxÐ�ÄZÅ�Å�Æ�Ò
Ë2ÇrÈ;Ð«Ø�Ä�Ì¨Å�ËOÊ§Å�Î;Æ�É�É�Å�ËOÖ1Û

g î?É�ËOÊ�Õ4Ë#Å�ÎCÄZÅ�Ì¡ÇrÊ2ËOÕ4ËOÊ�Ø¬Ì¡ÄrÒ
Ë
f
Æ«ÈøÇrÃ;Ê�Ì�ÄrÒ
Ë�Ð�ÄZÅ�Å�Æ�Ò
ËyÚjÉ�Ä
ØÝÊ�ËOÖ;Ê�Ë
É�ËOÈ%Å�Æ«È;Ô�Å�Î?Ë�Ö'ÇrÐ«Ø)Î?Ë
Ñ7Ê�ÄZÐ¦Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È

Df

Ú
í¦Ë\Ò|ÄZÈ³Ñ;ËOÅ�ËOÊ�Ï�Æ«È?Ë

ELS(Df )
Æ«È?Ñ;ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ%Å�Ð«Ø4Ú¦É�Æ«È?Ò
Ë­Æ«Å�ÇrÈ;Ð«ØøÑ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;É�ÇrÈüÅ�Î?Ë\Ëj��Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë\Ë
Â%ÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�Ë
É�Å�ÎCÄZÅ

Æ«Å#É�ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�Ë
ÉgÛôù�Î?ËOÊ�ËXÌ¡ÇrÊ�ËyÚ
AR(Df )

Ò|ÄZÈ î�ËªÑ;ËOÅ�ËOÊ�Ï�Æ«È?Ë
ÑôÆ«È?Ñ;ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ%Å�Ð«ØôÄrÉ�í¦ËOÐ«Ð�ÛËoFÇ|í�Ú¦í¦Ë�Ò|ÄZÈ ÒOÐ�ÄZÆ«Ï
Å�ÎCÄZÅxÌ¡ÇrÊxËOÕ4ËOÊ�Ø�Ì�ÄrÒ
Ë�Æ«ÈêÇrÃ;ÊFÌ�ÄrÒ
Ë�Ð�ÄZÅ�Å�Æ�Ò
ËyÚ8Å�Î?Ë�ÕyÄZÐ«Æ�Ñ7Æ«Å�ØÝÒ
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É�ÌÍÇrÊ�Ò
ÇrÈRÅ�ÄZÆ«È;Ï�ËOÈ%ÅmÄZÊ�Ë�Æ«È?Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈRÅ2ÇZÌ
Å�Î?Ë�ÖCÄZÊ�Å�Æ�ÒOÃ;Ð�ÄZÊmÊ�ËOÃ?É�Ë�Å�ÎCÄZÅ�ÎCÄrÉ2î'Ë
ËOÈêËXì7Ö;Ð�ÇrÆ«Å�Ë
Ñ.ÄZÅmÄZÈ.ÄZÈ?Ò
Ë
É�Å�ÇrÊ�Ì�ÄrÒ
ËyÛ#ù�Î;Æ�É�ÌÍÇrÐ«Ð�ÇgíTÉ�Ñ7Æ«Ê�Ë
ÒOÅ�Ð«Ø¬ÌÍÊ�ÇrÏÓÅ�Î?ËOÆ«Ê
Ì¡ÇrÊ�Ï2Ã;Ð�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ é

¦�ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô�Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É
bT
i zE ≥ 0

ÄZÊ�ËTÄrÒOÅ�Æ«Õ4Ë§Æ�Ì�Å�Î?ËOØmÑ;Ç�È?ÇrÅ¥É	ÄZÅ�Æ�É�Ì¨Ø
N (fp)∩ELS(Df ) ⊆ {bT

i zE = 0}ÄZÈ?Ñ\Å�Î?ËFÕrÄZÐ«Æ�Ñ7Æ«Å�Ø©Ò
ÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈªÌÍÇrÊTÄ�Ê�ËOÃ?É�ËxÕ4Ë
ÒOÅ�ÇrÊ
r
Æ�É

bT
i r ≥ 0,∀i ∈ A, r ∈ AR(Df )

í§Î?ËOÊ�Ë
A
Æ�ÉNÅ�Î?Ë�É�ËOÅ§ÇZÌ

ÄrÒOÅ�Æ«Õ4Ëxî�ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô�Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É|Û�¦NÇrÅ�Î�ÇZÌ]Å�Î?Ë�ÄZî�Ç|Õ4Ë�Ò
ÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ?ÉTÑ;ÇmÈ?ÇrÅ�Ê�ËOÐ«Ø­ÇrÈªÄZÈ%Ø#Æ«È7Ì¡ÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�ÇrÈªÇrî;Å�ÄZÆ«È?Ë
Ñ
ÌÍÊ�ÇrÏ ÄZÈ×ÄZÈ?Ò
Ë
É�Å�ÇrÊ�ÇZÌNÄ�Ì�ÄrÒ
Ë�Æ«ÈÝÅ�Î?Ë2Ì¡ÄrÒ
ËmÐ�ÄZÅ�Å�Æ�Ò
Ë�ÄZÈ?Ñ¬Å�ÎRÃ?É�Ò|ÄZÈ¬î�ËmÑ;ËOÅ�ËOÊ�Ï�Æ«È?Ë
ÑÝÆ«È?Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈRÅ�Ð«Ø�Ì¡ÇrÊxËOÕ4ËOÊ�Ø
Ì�ÄrÒ
ËyÛ

b�Ì]Å�Î?ËxÕyÄZÐ«Æ�Ñ7Æ«Å�Ø\Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�ÄrÑ7Ï�Æ«Å�É�Ä2È?ÇrÈ7ð�Å�Ê�Æ«Õ)Æ�ÄZÐ1É�ÇrÐ«Ã;Å�Æ�ÇrÈ1Ú;Å�Î?ËFÖ;Ê�Çrî;Ð�ËOÏ ÇZÌjËOÕrÄZÐ«ÃCÄZÅ�Æ«È;Ô#Ä�Ê�Ë
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ÒOÅ�ÇrÊ�É|Û YFÇ|íNËOÕ4ËOÊ|Úxí¦ËêÒ|ÄZÈ�Ö;Ê�ÇgÕ4Ë×Å�ÎCÄZÅªÇrÈ;Ð«ØúÄ.Ù?È;Æ«Å�Ë×ÈRÃ;Ï�î'ËOÊ¬ÇZÌ�Å�Î?Ë
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Ë
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K = bT
i r ≥ 0,∀i ∈ A, r ∈ AR(Df )

û æ Þ ä3m ß
�7æ$k<l�m ß�àrÞ �$k à æ � �rå¨ç

Df
å�è����7ærå¨çCä ß�àÝâ æyç ß q ærç ß æ û ä3m ß\ß�ÿ ä Þ�ß8� �$k Þ �$lZè#æ û

K
å�è�ä3m ß#Þ�ßXá è ß\à å Þ�ß�â äÍåÍærç ä3m��yä
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Ø7É§Ò�Î?Ç)ÇyÉ�ËTÅ�Î?ËFÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐ�Ñ7Æ«Ê�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ©ÇZÌ1Ê�ËOÃ?É�Ë�Ì¡ÇrÊ¦ËOÕ4ËOÊ�Ø�Ì�ÄrÒ
Ë�ÄrÉ¦í¦Ë�Ö;Ê�Ç%Ò
Ë
Ë
Ñ­Ã;Ö­ÇrÃ;Ê¦Ì¡ÄrÒ
Ë�Ð�ÄZÅ�Å�Æ�Ò
ËyÛ
®�� ���!�
�
2 ����� ��+��=
��$�P


N (fp) ∩ L = φ
�
����>��&
��$�P
H(*'82 �°0������!�1
�� ���!>�>�2 �[2 �°�P
���'8��'A:��!�K��� M����E
��&� 2��[64�?+D'!:y�"0 ���ò
���>)�A�

J!�!��2����B:<'!+@�[+����
2��E
)F:¯H�E
���'!2�L8�1
������;�!�
�
2����9
���'8���
�������H�A6��
'!�"29
����EI +��)�A�
'8���!6����8#�(7��>)�!� ��' 0 �E:<I1'829+H��' 09���Ü
�'¢�$�A�$0 ���=
����A

>)�A�
���A�B(7�����hF � �&>���'ò'8�
�&� '!
D
�'¢�9+����
���ò
D�E
H� ��+��@:<'!+H>��"�A+��E
3IòF

U ¡



°OZ�[ �O��±��"fw�<�x���&���������)
&�
b�ÈøÅ�Î?Ë­Ö;Ê�ËOÕ%Æ�ÇrÃ?ÉmÉ�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Újí¦Ë©Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�Ã?ÒOÅ�Ë
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Ë
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Ë
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Ú�Å�ÎCÄZÅ�Ê�ËOÃ?É�Ë­Ò|ÄZÈ;È?ÇrÅ�î�Ë#Ò�Î?ÇyÉ�ËOÈñÆ«È.Å�Î?Ë#ÈRÃ;Ð«Ð§É�ÖCÄrÒ
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ë?ÇrÊxÉ�ÇrÏ�Ë�Ö;Ê�Çrî;Ð�ËOÏ�É|Ú�Æ«Å�Ï#Ä|Øªî�Ë�î�ËOÈ?ËXÙCÒOÆ�ÄZÐ�Å�Ç­Å�Ê�ÄZÈ?É�Ì¡ÇrÊ�Ï Å�Î?Ë�Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ×Æ«ÈRÅ�Ç\Ä#Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈÝÇZÌ¦Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É
îRØ©Ì�ÄrÒOÅ�ÇrÊ�Æ«ò
Æ«È;Ô

fp

Æ«ÈRÅ�Ç
f ′′

p .f ′

p

ÄrÉ
Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë

(⊕, (z′ → f ′′

p (z′)),
Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë

(⊕, (z → f ′

p(z)), E))

í§Î?ËOÊ�Ë
z′
ÄZÊ�Ë�Å�Î?Ë�Æ«È?Ñ7Æ�Ò
Ë
É�ÇZÌ1Å�Î?ËTÆ«È;È?ËOÊNÊ�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û¥ù�Î;Æ�É�Å�Ê�ÄZÈ?É�ÌÍÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�ÇrÈ�Ò|ÄZÈ#î�Ë�É�Ë
ËOÈ©ÄrÉ¦Å�Î?Ë�Ò
ÇrÏ2î;Æ«ÈCÄZÅ�Æ�ÇrÈ

ÇZÌ�ÕyÄZÐ«Ã?Ë
É�ÌÍÇrÊ�É�Ã;î?É�ËOÅ�É�ÄZÈ?Ñ¬Ð�ÄZÅ�ËOÊ�Ò
ÇrÏ2î;Æ«È;Æ«È;Ô�Å�Î?ËOÆ«Ê�ÖCÄZÊ�Å�Æ�ÄZÐjÊ�Ë
É�Ã;Ð«Å�ÉFÅ�Ç\Ò
ÇrÏ�Ö;Ð�ËOÅ�Ë�ÇrÈ?Ë�Ò
ÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈêÇZÌ�Å�Î?Ë
ÇrÊ�Æ«ÔyÆ«ÈCÄZÐjÊ�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û�ë?ÇrÊxÒ
ÇrÏ�Ö;Ð�ËXì)Æ«Å�Ø4Ú�í¦Ë1dvÃ?É�Å�È?Ë
Ë
Ñ¬Å�Ç­Ò
ÇrÈ?Ò
ËOÈ%Å�Ê�ÄZÅ�Ë�ÇrÈ�Å�Î?Ë�Æ«È;È?ËOÊxÊ�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û�o�ÇrÅ�Ë�Å�ÎCÄZÅ
Å�Î?ËxÌ¡ÇrÐ«Ð�Ç|í§Æ«È;Ô�Ö;Ê�ÇrÖ�ËOÊ�Å�Ø�Î?ÇrÐ�Ñ;É

N (f ′

p) ⊂ N (fp)
ù�Î?Ë�Ö;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ×ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ×ÎCÄrÉ�Å�íNÇªËj�8Ë
ÒOÅ�É�ÇrÈêÊ�ËOÃ?É�ËyÛ_b�Å�Ê�ËOÏ�Ç|Õ4Ë
É2É�ÇrÏ�Ë�Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É�Ì¨Ê�ÇrÏ Å�Î?Ë�É�ËOÅ�ÇZÌ

ÄrÒOÅ�Æ«Õ4ËxÒ
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É
A
ÄZÈ?Ñ#Å�Î%Ã?É§ËXì)ÖCÄZÈ?Ñ7Æ«È;Ô�Å�Î?ËxÉ�Ò
ÇrÖ�Ë�ÇZÌ�É�ÇrÐ«Ã;Å�Æ�ÇrÈ?É�Å�Ç2Å�Î?ËFÕyÄZÐ«Æ�Ñ7Æ«Å�Ø©Ò
ÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ1Û¥ù�Î?ËxÇrÅ�Î?ËOÊ

Ëj�8Ë
ÒOÅ�É§Æ�ÉTÇrÈªÅ�Î?Ë�Ëj�8Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë2Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈCÄZÐ«Æ«Å�ØªÇZÌ�Å�Î?ËxÊ�Ë
É�Ã;Ð«Å�ÉTí§Î;Æ�Ò�Î�Æ�É�Ä�Ð�Ç|íNËOÊ�î�ÇrÃ;È?Ñ�ÇrÈªÅ�Î?Ë�Ò
ÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø4Û
ù�Î?ËOÊ�ËxÄZÊ�ËTÆ«È7Ù?È;Æ«Å�ËOÐ«Ø�Ï#ÄZÈ%Ø�Ì¡ÄrÒOÅ�ÇrÊ�Æ«ògÄZÅ�Æ�ÇrÈ?ÉNÖ�ÇyÉ�É�Æ«î;Ð�ËyÛ@nêËTí§Æ«Ð«Ð'Ã?É�Ë§Å�Î?ËxÄZî�Ç|Õ4Ë�É�Å�ÄZÅ�Ë
Ñ#Ëj�8Ë
ÒOÅ�É�Å�Ç2Ê�Ë
É�Å�Ê�Æ�ÒOÅ

Å�Î?ËªÒ�Î?ÇrÆ�Ò
ËªÅ�ÇêÄ¬Ù?È;Æ«Å�ËªÉ�ËOÅ|Û ö Æ«È?Ò
ËyÚ¦Å�Î?Ë�ÇrÈ;Ð«Ø³ÄrÑ7ÕyÄZÈRÅ�ÄZÔ4Ë
ÇrÃ?É­Æ«È�´?Ã?ËOÈ?Ò
ËyÚ�ÇZÌFÅ�Î?ËªÖ;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ³ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1ÚNÆ�É
Å�Î;Ê�ÇrÃ;ÔyÎ\ËXì)ÖCÄZÈ?Ñ7Æ«È;Ô�Å�Î?Ë�É�Ò
ÇrÖ�ËTÇZÌ8Å�Î?ËTÕyÄZÐ«Æ�Ñ7Æ«Å�Ø�Ò
ÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ1Ú%í¦Ë�dvÃ?É�Å�È?Ë
Ë
Ñ�Å�Ç2Ò
ÇrÈ?É�Æ�Ñ;ËOÊ�Ö;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É
Å�ÎCÄZÅxÏ#Ä�c4Ë�Ä#É�Ã;î?É�ËOÅxÇZÌ¦Ö;Ê�ËOÕ%Æ�ÇrÃ?É�Ð«Ø¬ÄrÒOÅ�Æ«Õ4ËmÒ
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É�Æ«ÈCÄrÒOÅ�Æ«Õ4ËyÛ�ù�Î%Ã?ÉxÅ�Î?ËmÉ�ËOÅFÇZÌ¦Ò�Î?ÇrÆ�Ò
Ë
É�ÇZÌ�Ö;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ
ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É§Å�Ç�Ò
ÇrÈ?É�Æ�Ñ;ËOÊTÆ�É§É�Æ«Ï�Ö;Ð«Ø©Å�Î?ËxÆ«ÈRÅ�ËOÊ�É�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ�Å�Î?Ë�ÇrÊ�Æ«ÔyÆ«ÈCÄZÐ]Ö;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈªí§Æ«Å�Î�Å�Î?ËFÙ?È;Æ«Å�ËOÐ«Ø%ð
Ï#ÄZÈRØ�ËOÐ�ËOÏ�ËOÈ%Å�É�ÇZÌjÅ�Î?ËxÖ'Çgí¦ËOÊ�É�ËOÅFÇZÌ

A
Û

¸
max

���;�"09�����4'!
����ò
D�A�$0.(7���.��I.�
�"��� �EI1�9+�'�¹3��>�
;'829
D
����&09�"�������
��'8� ��F

U q



ZNÇrÈ?É�Æ�Ñ;ËOÊ�Å�Î?Ë�Æ«ÈRÅ�ËOÊ�ÄrÒOÅ�Æ�ÇrÈ#î�ËOÅ�íNË
ËOÈ�Å�Î?ËNÌ�ÄrÒ
Ë�Ð�ÄZÅ�Å�Æ�Ò
Ë
É¥Ò
ÇrÊ�Ê�Ë
É�Ö�ÇrÈ?Ñ7Æ«È;Ô�Å�ÇxÅ�Î?Ë§Ñ7Æ���ËOÊ�ËOÈ%Å¥Ö;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É|Ûjë?ÇrÊ
Ì�ÄrÒ
Ë�Æ«È©Å�Î?Ë
É�ËFÐ�ÄZÅ�Å�Æ�Ò
Ë
É|Ú)í¦ËFÏ#Ä
Ø�Ì¡ÄrÒOÅ�ÇrÊ�Æ«ò|ËFÅ�Î?ËFÖ;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ©ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�É�Ã?Ò�Î\Å�ÎCÄZÅNÆ«Å¦Ï#Ä�c4Ë
É§É�ÇrÏ�Ë�Ï�ÇrÊ�Ë�ÄrÒOÅ�Æ«Õ4Ë
î�ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;ÔmÒ
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�ÉNÆ«ÈCÄrÒOÅ�Æ«Õ4ËyÛ&Y�Çgí¦ËOÕ4ËOÊ|Ú)í¦ËFÒ|ÄZÈ;È?ÇrÅ�Ê�ËOÏ�ÇgÕ4Ë�Æ«ÈCÄrÒOÅ�Æ«Õ4Ë�î'ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô�Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�É�ÄZÈ?Ñ#Ï#Ä�c4Ë
Å�Î?ËOÏÓÄrÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Æ«ÈêÄZÈRØªÌ�ÄrÒ
Ë�ÄZÅ�Ä#Ð�Çgí¦ËOÊ�Ð�ËOÕ4ËOÐ�Û�ù�Î%Ã?É|Ú8Æ«È×ÇrÃ;Ê�ÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;ÏªÚ8Å�Î?Ë�ÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐ¥Ò�Î?ÇrÆ�Ò
Ë�È?Çgí Æ«È?ÒOÐ«Ã?Ñ;Ë
É
Å�Î?Ë2ÄZî;Æ«Ð«Æ«Å�Ø©Å�Ç�Ò�Î?Ç%ÇyÉ�Ë2ÄZÏ�ÇrÈ;Ô�Ì�ÄrÒOÅ�ÇrÊ�Æ«ògÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É�ÇZÌjÅ�Î?Ë�ÒOÃ;Ê�Ê�ËOÈRÅ�Ö;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ¬ÄZÅTËOÕ4ËOÊ�Ø­Ì�ÄrÒ
ËyÛ

°OZ8� º 
 »��&�]
&�|�¶�����������³¼d%��������J%����½�³%������]�
nêË�Ï#Ä
Ø#ËOÏ�Ö;Ð�ÇgØ­ÄZÐ«Ô4ËOî;Ê�ÄZÆ�ÒFÖ;Ê�ÇrÖ'ËOÊ�Å�Æ�Ë
É�ÇZÌ�ÇrÖ�ËOÊ�ÄZÅ�ÇrÊ�ÉNÅ�Ç2Ò�ÎCÄZÈ;Ô4ËFÅ�Î?ËFËXì)Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ­Å�ÎCÄZÅNÆ�É¦Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë
Ñ­Å�Ç�ÇrÈ?Ë�ÇZÌ
Æ«Å�É�É�Ã;î�ËXì)Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ?É|Û�ù�Î?ËTÄrÑ7ÕrÄZÈ%Å�ÄZÔ4Ë
É�ÇZÌ'É�Ã?Ò�Î#ÄFÅ�Ê�ÄZÈ?É�Ì¡ÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�ÇrÈ#Ò|ÄZÈ�î'Ë§É�Ë
ËOÈmÆ«È�Å�Î?Ë�Ï�ÇrÅ�Æ«ÕyÄZÅ�Æ«È;Ô�ËXì?ÄZÏ�Ö;Ð�Ë
É
ÔyÆ«Õ4ËOÈªÆ«È�É�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ ¡ Û�b�È�ÖCÄZÊ�Å�Æ�ÒOÃ;Ð�ÄZÊ|ÚCí¦Ë�Ð�Ç)Ç$c�ÄZÅ§Å�í¦Ç#Ö;Ê�ÇrÖ'ËOÊ�Å�Æ�Ë
É

; � ?b.¿¾�-&.42 � =5/]2�;�6L?�-�À@68Á ¥Ü� =K6L/�9 b�Ì¥í¦Ë�ÎCÄ
Õ4Ë�Ä#Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ¬ÇZÌ¥Å�Î?Ë2ÌÍÇrÊ�Ï Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë
(⊕, fp, exp1 ⊕ exp2)

Ú
Å�Î?ËOÈ�íNË2Ï#Ä|Ø�Å�Ê�ÄZÈ?É�Ì¡ÇrÊ�Ï Æ«Å�Å�Ç#Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë

(⊕, fp, exp1) ⊕
Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë

(⊕, fp, exp2)
Û ö Æ«È?Ò
Ë�íNË2ÎCÄ|Õ4Ë�É�Æ«Ï�Ö;Ð«ØªÉ�ËOÖCÄ�ð

Ê�ÄZÅ�Ë
Ñ©Å�Î?Ë�ÇrÊ�Æ«ÔyÆ«ÈCÄZÐ�Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ\Æ«ÈRÅ�ÇmÅ�í¦ÇmÖCÄZÊ�ÄZÐ«Ð�ËOÐ�Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É|Ú)Ö'ÇyÉ�É�Æ«î;Ð«Ø�ËXì)Ö�ÇyÉ�Æ«È;Ô�Ä�ÔyÊ�Ë|ÄZÅ�ËOÊ§Ä
ÕyÄZÆ«Ð�ÄZî;Ð�ËxÊ�ËOÃ?É�Ë
Æ«È�î�ÇrÅ�Î1Ú;í¦Ë�Ò|ÄZÈ¬ÄZÐ«íNÄ
Ø7ÉTÖ�ËOÊ�Ì¡ÇrÊ�Ï�Å�Î;Æ�ÉTÉ�Å�ËOÖ�î�ËXÌÍÇrÊ�ËxíNË�î�ËOÔyÆ«ÈªÇrÃ;Ê�ÄZÈCÄZÐ«Ø7É�Æ�É|Û

> 6L3Â=52(6   N)=K6ÄÃ)68=Å+ b�Ì
⊗
Ñ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Ë
É�Ç|Õ4ËOÊ

⊕
ÄZÈ?Ñ

exp1

ÎCÄrÉ�Ä|ÕrÄZÆ«Ð�ÄZî;Ð�Ë2Ê�ËOÃ?É�Ë�É�Ã?Ò�ÎªÅ�ÎCÄZÅ

N (fp) ∩ ELS(D) ⊆ AR(Dexp1
)

ÄNÊ�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë�ËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ7Å�Î?ËjÌ¡ÇrÊ�ÏúÊ�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë
(⊕, fp, exp1⊗exp2)

Ò|ÄZÈ�î�ËjÅ�Ê�ÄZÈ?É�Ì¡ÇrÊ�Ï�Ë
Ñ�Å�Ç
exp1⊗

Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë
(⊕, fp, exp2)

Û
ù�Î?Ë�Å�Ê�ÄZÈ?É�ÌÍÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Ú7Î?ËOÊ�ËyÚ)Ï#Ä|Ø�Ê�Ë
ÂRÃ;Æ«Ê�Ë�Ä�Ò�ÎCÄZÈ;Ô4ËxÇZÌ1Å�Î?Ë�Ö;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ©ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ©î;Ã;ÅNÏ#Ä
Ø#Ö'ÇyÉ�É�Æ«î;Ð«Ø�ËXì)Ö�ÇyÉ�Ë
ÔyÊ�Ë|ÄZÅ�ËOÊ�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�î'Ë
Ò|ÄZÃ?É�ËxÆ«ÅTÆ�É§Å�Î?Ë�Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ¬ÇZÌ�Ä�É�Ã;î'ËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ1Û¥ù�Î;Æ�É�Ò|ÄrÉ�ËxÆ�É§Õ4ËOÊ�Ø�É�Æ«Ï�Æ«Ð�ÄZÊTÅ�Ç�Å�Î?Ë�Ò|ÄrÉ�Ë
Ñ7Æ�É�ÒOÃ?É�É�Ë
Ñ�Æ«È�É�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ¶}7Û ¡ í§Î?ËOÊ�Ë�í¦Ë2È?Ë
Ë
Ñ�Å�Ç�ÇrÈ;Ð«Ø�Ò
ÇrÈ?É�Æ�Ñ;ËOÊxÄmÙ?È;Æ«Å�Ë�ÈRÃ;Ï�î'ËOÊxÇZÌ�Ñ;Ë
Ò
ÇrÏ�Ö'ÇyÉ�Æ«Å�Æ�ÇrÈ?É�Ö�ÇyÉ�É�Æ«î;Ð�Ë
ÄrÉ�ÄmÊ�Ë
É�Ã;Ð«Å�ÇZÌ�Ö;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�Ì�ÄrÒOÅ�ÇrÊ�Æ«È;Ô?Û�YFËOÊ�ËyÚ7í¦Ë�íNÇrÃ;Ð�ÑªÎCÄ
Õ4Ë�Å�Ç�Ì¡ÄrÒOÅ�ÇrÊ�Æ«ò|Ë�Å�Î?Ë�Ö;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�É�Ã?Ò�ÎªÅ�ÎCÄZÅ

N (f ′

p) ⊂ N (fp) ∩ AR(Dexp1
)

ö Æ«È?Ò
ËªËXì7Ö;Ð�ÇrÆ«Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ ÇZÌ�Ñ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Æ«Õ)Æ«Å�Ø ÇrÈ;Ð«ØñÊ�Ë
É�Ã;Ð«Å�É�Æ«ÈüÙ?È;Æ«Å�ËOÐ«ØüÏ#ÄZÈ%Ø³Ö'ÇyÉ�É�Æ«î;Æ«Ð«Æ«Å�Æ�Ë
É|Ú¥íNËªÔ4ËOÅ#Ä×É�ËOÅ�ÇZÌ
Ð�ÄZÅ�Å�Æ�Ò
Ë
É�Ò
ÇrÊ�Ê�Ë
É�Ö�ÇrÈ?Ñ7Æ«È;ÔªÅ�Ç\Å�Î?Ë�Ê�Ë
Â%Ã;Æ«Ê�Ë
Ñ×Ö;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É|Û_^�ÔRÄZÆ«È1Ú]Æ«ÈÝÇrÃ;ÊmÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;ÏªÚ1Å�Î?Ë�ÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐ«Æ«Å�Ø×Ò�Î?ÇrÆ�Ò
Ë
í§Æ«Ð«Ð]È?Çgí Æ«È?ÒOÐ«Ã?Ñ;Ë2Å�Î?Ë2ÄZî;Æ«Ð«Æ«Å�Ø�Å�Ç�Ò�Î?Ç%ÇyÉ�Ë�ÄZÏ�ÇrÈ;Ô#Ö�ÇyÉ�É�Æ«î;Ð�Ë�ÄZÖ;Ö;Ð«Æ�Ò|ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É�ÇZÌ�Å�Î?Ë�Ñ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Æ«Õ)Æ«Å�Ø�Ö;Ê�ÇrÖ�ËOÊ�Å�ØªÇZÌ
ÇrÖ�ËOÊ�ÄZÅ�ÇrÊ�ÉTÅ�Ç�Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë�Å�Î?Ë�Ò
ÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�ØªÇZÌjÅ�Î?ËxÊ�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ¬ÄZÅ�ËOÕ4ËOÊ�Ø#Ì�ÄrÒ
Ë�Æ«È�Å�Î?ËxÌ�ÄrÒ
ËxÐ�ÄZÅ�Å�Æ�Ò
ËyÛ

Æ Ç �&�.��È�É ¼§»7��½ ²ñ�]�_��À�¿@��ºYÀ�¼T¹�Ê
ÇÌË ² ÍK��¿�¼�¹�½]�§»:UÎÍFºC»�¾�¿]ºY¾�»*� R »7��½�À�¿1ºYÀ�¼T¹

oFÇ|í�Ú4íNË�í§Æ«Ð«ÐCÉ�Î?Çgí³Å�Î?ËTÄZÖ;Ö;Ð«Æ�Ò|ÄZî;Æ«Ð«Æ«Å�Ø�ÇZÌ8ÇrÃ;Ê�ÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;Ï Å�Ç�ÄFÊ�Ë|ÄZÐ;í¦ÇrÊ�Ð�Ñ#Ö;Ê�Çrî;Ð�ËOÏªÛ � o1^ É�Ë
Ò
ÇrÈ?Ñ?ÄZÊ�Ø�É�Å�Ê�Ã?ÒXð
Å�Ã;Ê�ËTÖ;Ê�Ë
Ñ7Æ�ÒOÅ�Æ�ÇrÈ©Æ�É¦Ä�Î;Æ«ÔyÎ;Ð«Ø�Ò
ÇrÏ�Ö;Ã;Å�Ë�Æ«È%Å�ËOÈ?É�Æ«Õ4Ë�Ò
ÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Û�Ájì)Å�ËOÈ?É�Æ«Õ4ËTÊ�Ë
É�Ë|ÄZÊ�Ò�Î­Æ«È­Å�Î?ËTî;Æ�ÇrÆ«È7Ì¡ÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�Ò
É
Ò
ÇrÏ�Ï2Ã;È;Æ«Å�Ø×ÎCÄrÉ�î�Ë
ËOÈêÑ7Æ«Ê�Ë
ÒOÅ�Ë
ÑøÄZÅ�Å�Î?Ë�Æ«Ï�Ö;Ê�Ç|Õ4ËOÏ�ËOÈ%ÅmÇZÌNÅ�Î?Ë�Ê�Ã;È;È;Æ«È;ÔªÅ�Æ«Ï�Ë�ÇZÌ�Å�Î?Ë
É�Ë�ÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;Ï�É|Û�YFËOÊ�ËyÚ
í¦ËFÅ�Ä�c4ËxÄmÒ
ËOÐ�ËOî;Ê�ÄZÅ�Ë
Ñ­Ê�Ë
É�Ã;Ð«Å�µ�q · ÄZÈ?Ñ\É�Î?Ç|íóÅ�ÎCÄZÅ�Æ«Å¦Æ�É§ÄZÈ©Æ«È?É�Å�ÄZÈ?Ò
ËxÇZÌ]Å�Î?Ë�ÎCÄZÈ?Ñ©ÇrÖ;Å�Æ«Ï�Æ«ògÄZÅ�Æ�ÇrÈªÇZÌjÄ2É�Ö�Ë
ÒOÆ�ÙCÒ
Ö;Ê�Çrî;Ð�ËOÏ Å�ÎCÄZÅTÇrÃ;ÊFÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;Ï í¦ÇrÃ;Ð�Ñ�ÇrÖ;Å�Æ«Ï�Æ«ò|Ë2ÄZÃ;Å�ÇrÏ#ÄZÅ�Æ�Ò|ÄZÐ«Ð«Ø4Û

b�È?É�Å�Ë|ÄrÑ#ÇZÌ]É�Î?Ç|í§Æ«È;Ô�ÄZÐ«ÐCÅ�Î?ËFÑ7Æ���ËOÊ�ËOÈ%ÅNÌ¡ÄrÒ
Ë�Ð�ÄZÅ�Å�Æ�Ò
Ë
ÉNÇZÌ1Å�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�Ò
ÇrÊ�Ê�Ë
É�Ö'ÇrÈ?Ñ7Æ«È;ÔmÅ�ÇmÑ7Æ���ËOÊ�ËOÈ%Å¦Ö;Ê�Ç�d�Ë
ÒXð
Å�Æ�ÇrÈ©Ì¨Ã;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?ÉTÄZÈ?Ñ©Å�Î?ËxÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐ1É�ËOÐ�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈªÇZÌ]Å�Î?ËxÒ�Î?ÇrÆ�Ò
Ë�ÄZÅ�ËOÕ4ËOÊ�Ø#Ì¡ÄrÒ
ËyÚ)íNË�É�Æ«Ï�Ö;Ð«Ø#É�Î?ÇgíúÅ�Î?ËFÒ�Î?ÇrÆ�Ò
Ë
É§ÇrÃ;Ê
ÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;Ï íNÇrÃ;Ð�Ñ�Ï#Ä�c4Ë2ÄZÈ?Ñ�Å�Î?Ë�ÄrÉ�É�Ç)ÒOÆ�ÄZÅ�Ë
Ñ\Å�Ê�ÄZÈ?É�ÌÍÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?ÉgÛ

� o1^ É�Ë
Ò
ÇrÈ?Ñ?ÄZÊ�Ø�É�Å�Ê�Ã?ÒOÅ�Ã;Ê�Ë�Ö;Ê�Ë
Ñ7Æ�ÒOÅ�Æ�ÇrÈ©VÍÇZÌ¥Ä�É�Ö�Ë
ÒOÆ�ÙCÒ�c)Æ«È?Ñ�XNÆ�ÉTËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Ë
ÑªÄrÉ

V BI =
Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë

(min, fp,

U s



sz.(i, j, i′, j′ → i′ − i + j − j′ − 2) +

lop.(i, j, i′, j′ → |i′ − i − j + j′|) +

sz′.(i, j, i′, j′ → i′ − i + j − j′ − 2) +

st.(i, j, i′, j′ → i′, j′) +
V U4U X

st.(i, j, i′, j′ → i, j) +

V.(i, j, i′, j′ → i′, j′))

í§Î?ËOÊ�Ë
fp

Æ�É
(i, j, i′, j′ → i, j)

ÄZÈ?Ñ
i < i′ < j′ < j

Û[nêË�È?ÇrÅ�Ë�Å�ÎCÄZÅ
(i, j, i′, j′ → |i′ − i − j + j′|)

Ò|ÄZÈªî�Ë
Ñ7Æ«Õ)Æ�Ñ;Ë
Ñ­Æ«È%Å�Ç�Å�íNÇmÒ|ÄrÉ�Ë
É|Ú7ÇrÈ?Ë�í§Î?ËOÈ

i′ − i− j + j′ ≥ 0
ÄZÈ?Ñ­Å�Î?ËxÇrÅ�Î?ËOÊ

i′ − i− j + j′ < 0
Û&ª1ËOÅ�Ã?É�ÄrÉ�É�Ã;Ï�Ë

Å�Î;Æ�É�É�ËOÖCÄZÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ�ÎCÄrÉ�î'Ë
ËOÈ�Ï#ÄrÑ;Ë�Æ«ÈªÅ�Î?Ë2Ö;Ê�ËOÖ;Ê�Ç%Ò
Ë
É�É�Æ«È;Ô©ÄZÈ?ÑªÆ«È�Å�Î;Æ�É�Ñ;ËOÏ�ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ¬í¦Ë2í§Æ«Ð«Ð]íNÇrÊ)cªÇrÈªÅ�Î?Ë
Ò|ÄrÉ�Ë�í§Î?ËOÈ

i′ − i− j + j′ ≥ 0
Û�ù�Î?ËxÇrÅ�Î?ËOÊNÒ|ÄrÉ�Ë�í§Æ«Ð«Ð'î�Ë�Æ�Ñ;ËOÈ%Å�Æ�Ò|ÄZÐ1É�Æ«È?Ò
Ë�Å�Î?ËxÉ�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�ÇZÌ]Å�Î?ËFÉ�Ã;î�ËXì)Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ

Æ�É§Å�Î?Ë�É	ÄZÏ�ËyÛ
nêË�È?ÇrÅ�Ë�Å�ÎCÄZÅ|Ú

st.(i, j, i′, j′ → i, j)
Æ�É�É�Ã?Ò�ÎêÅ�ÎCÄZÅ

N (fp) ∩ ELS(D) ⊆ (ARst1)
ÄZÈ?Ñ

+
Ñ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Ë
É

Ç|Õ4ËOÊ
min

Û�ù�ÎRÃ?É|Ú?ÇrÃ;ÊFÄZÈCÄZÐ«Ø)É�Æ�ÉTÏ#Ä
Ø�Ñ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Ë
st.(i, j, i′, j′ → i, j)

ÇrÃ;Å�ÇZÌ�Å�Î?Ë�Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û

V BI = st +
Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë

(min, fp,

sz.(i, j, i′, j′ → i′ − i + j − j′ − 2) +

lop(i, j, i′, j′ → i′ − i − j + j′) +

sz′.(i, j, i′, j′ → i′ − i + j − j′ − 2) +

st.(i, j, i′, j′ → i′, j′) +

V.(i, j, i′, j′ → i′, j′))

oFÇrÅ�Ë�Å�ÎCÄZÅ
sz
ÄZÈ?Ñ

sz′
ÎCÄ|Õ4Ë�Å�Î?ËFÉ�ÄZÏ�ËxÑ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈ?ÒOØ­ÄZÈ?Ñ©Å�ÎRÃ?ÉNí§Æ«Ð«Ð�î'ËxÄZÏ�ËOÈCÄZî;Ð�ËFÅ�Ç�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�ÄZÐ�ÇrÈ;ÔmÅ�Î?Ë

É�ÄZÏ�ËFÉ�ÖCÄrÒ
ËyÛ�ë?ÇrÊ�É�Æ«Ï�Ö;Ð«Æ�ÒOÆ«Å�Ø4Ú7íNË�Ï#Ä|Ø�Ê�ËOÖ;Ð�ÄrÒ
ËFÅ�Î?Ë
É�Ë�Å�í¦Ç�É�Ã;î�ËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ?É¦îRØ
sz′′.(i, j, i′, j′ → i′ − i+ j −

j′ − 2)
Û ö Æ«Ï�Æ«Ð�ÄZÊ�Ð«Ø4Ú�ËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ?É�ÇZÌ

st
ÄZÈ?Ñ

V
Ò|ÄZÈøî'ËmÊ�ËOÖ;Ð�ÄrÒ
Ë
Ñêí§Æ«Å�ÎñÄZÈêËXì)Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ×Å�ÎCÄZÅ�ÎCÄrÉ�Å�Î?Ë�É�ÄZÏ�Ë

Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈ?Ò
Ë2ÇrÈ�Ä�Ð�Ç)Ò|ÄZÐ8ÕrÄZÊ�Æ�ÄZî;Ð�Ë
g
Ú;í§Î;Æ�Ò�Î�Æ�É�Å�Î?Ë�Ö'ÇrÆ«È%Å�í§Æ�É�ËmÄrÑ;Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ

st
ÄZÈ?Ñ

V
Û

V BI = st +
Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë

(min, fp,

sz′′.(i, j, i′, j′ → i′ − i + j − j′ − 2) +

lop(i, j, i′, j′ → i′ − i − j + j′) +

g.(i, j, i′, j′ → i′, j′))

ª1ËOÅ�Ã?É�È?Çgí³Ð�Ç%Ç$c�ÄZÅjÅ�Î?Ë�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�ÇZÌCÅ�Î?ËNÅ�Î;Ê�Ë
Ë§É�Ã;î�ËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ?É|Û
sz′′

Æ�É�É�ÎCÄZÊ�Ë
Ñ�ÄZÐ�ÇrÈ;Ô�Å�Î?Ë
3
ð�Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈCÄZÐ

É�ÖCÄrÒ
Ë©É�ÖCÄZÈ;È?Ë
Ñ.îRØ
(1, 0, 1, 0)

Ú
(0, 1, 0, 1)

ÄZÈ?Ñ
(1, 1, 0, 0)

Ú
lop

É�ÎCÄZÊ�Ë
ÑüÄZÐ�ÇrÈ;Ô�Å�Î?Ë
3
ðxÑ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈCÄZÐ�É�ÖCÄrÒ
Ë

É�ÖCÄZÈ;È?Ë
Ñ îRØ
(1, 0, 1, 0)

Ú
(0, 1, 0, 1)

ÄZÈ?Ñ
(1,−1, 0, 0)

ÚxÄZÈ?Ñ
g
É�ÎCÄZÊ�Ë
Ñ ÄZÐ�ÇrÈ;Ô.Å�Î?Ë

2
ð�Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈCÄZÐ�É�ÖCÄrÒ
Ë

É�ÖCÄZÈ;È?Ë
Ñ�î%Ø
(1, 0, 0, 0)

Ú
(0, 1, 0, 0)

Û�ù�Î?Ë�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�ÇZÌ�Å�Î?Ë�ËOÈRÅ�Æ«Ê�Ë�ËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ�Æ�É
φ
É�Æ«È?Ò
ËxÅ�Î?ËxÆ«È%Å�ËOÊ�É�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ

É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô#ÇZÌjÆ«Å�ÉTÉ�Ã;î�ËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ?É§Æ�É§Å�Ê�Æ«Õ)Æ�ÄZÐ�Û
g Ã;Ê�ÄZÈCÄZÐ«Ø)É�Æ�É�íNÇrÃ;Ð�Ñ¬Ò
ÇrÈ?É�Æ�Ñ;ËOÊ�Å�Î?Ë2Ã?É�Ë�ÇZÌ�Ñ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Æ«Õ%Æ«Å�Ø�ÄZÔRÄZÆ«È�Å�Ç©Ò�ÎCÄZÈ;Ô4ËmÅ�Î?Ë�ËXì)Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ�Æ«È?É�Æ�Ñ;Ë2Å�Î?Ë

Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÄZÈ?Ñ©Å�ÎRÃ?ÉTÖ'ÇrÅ�ËOÈ%Å�Æ�ÄZÐ«Ð«Ø©ËXì7Ö'ÇyÉ�Ë�Ï�ÇrÊ�Ë�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô?Û�^�È%Ø­ÇZÌ�Å�Î?ËFÉ�Ã;î'ËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ?É�Ï#Ä|Ø­î�ËxÑ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Ë
Ñ
ÇrÃ;Å|ÛtYFÇ|íNËOÕ4ËOÊ|Ú§Ñ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Æ«È;Ô

g
ÇrÃ;Å#í¦ÇrÃ;Ð�Ñ Æ«È%Õ4ÇrÐ«Õ4Ë�Ò�ÎCÄZÈ;ÔyÆ«È;ÔøÅ�Î?Ë�Ö;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ³ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈôÅ�Ç

i, j, i′, j′ →
i, j, i′, j′

É�Æ«È?Ò
Ë
N (fp) ∩ AR(Dg) = φ

Û§ù�Î?Ë�Ñ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Æ�ÇrÈÝÇZÌ�ËOÆ«Å�Î?ËOÊxÇZÌ�Å�Î?Ë2ÇrÅ�Î?ËOÊFÅ�íNÇ­ËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ?É�ÇrÃ;Å�ÇZÌ
Å�Î?Ë�Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÄrÒ�Î;Æ�ËOÕ4Ë
É�É�Æ«Ï�Æ«Ð�ÄZÊTÊ�Ë
É�Ã;Ð«Å�É|Û&ª1ËOÅ�Ã?É§Ð�Ç%Ç$c©Æ«ÈRÅ�Ç­Ñ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Æ«È;Ô

sz′′
ÇrÃ;Å|Û

ù�Î?Ë�Ö;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈªí§Æ«Ð«Ð1ÎCÄ|Õ4Ë�Å�Ç�î�ËFÌ¡ÄrÒOÅ�ÇrÊ�Æ«ò|Ë
Ñ�É�Ã?Ò�Î�Å�ÎCÄZÅTÅ�Î?Ë�ÌÍÇrÐ«Ð�Çgí§Æ«È;Ô#Ö;Ê�ÇrÖ�ËOÊ�Å�Ø\Î?ÇrÐ�Ñ;É

N (fp1
) = N (fp) ∩ AR(Dsz′′)

U {



í§Î?ËOÊ�Ë
fp1

Æ�É¦Å�Î?Ë�Ö;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ©ÇZÌ1Å�Î?Ë�Æ«È;È?ËOÊNÊ�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û
N (fp1

) = {(0, 0, 1, 1)}
ÄZÈ?Ñ#Ì¡ÇrÊ�Å�Î;Æ�ÉNÖ;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ

Å�Î?ËxÉ�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�ÇZÌ]Å�Î?ËxËXì7Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈ\Æ«È?É�Æ�Ñ;ËxÅ�Î;Æ�ÉNÊ�Ë
Ñ7Ã?Ò
ËxÆ�É�Å�Î?ËFÆ«ÈRÅ�ËOÊ�É�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ�Å�Î?Ë�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�ÇZÌ
lop

ÄZÈ?Ñ
g
í§Î;Æ�Ò�Î

Æ�É§Å�Î?Ë�É�ÖCÄrÒ
Ë�É�ÖCÄZÈ;È?Ë
Ñ�îRØ
rE = (1,−1, 0, 0)

Û
oFÇ|í Å�ÎCÄZÅ�ÇrÈ?Ë�Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ.ÇZÌ§É�ÎCÄZÊ�Æ«È;ÔªÎCÄrÉ�î'Ë
ËOÈøËXì7Ö�ÇyÉ�Ë
Ñ¬ÌÍÇrÊ�Å�Î?Ë#ËXì)Ö;Ê�Ë
É�É�Æ�ÇrÈêÆ«È?É�Æ�Ñ;Ë�Å�Î?Ë�Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
ËyÚjÄZÐ«Ð

Å�ÎCÄZÅ�È?Ë
Ë
Ñ;É�Å�Çxî�Ë�Õ4ËOÊ�Æ�ÙCË
Ñ�Æ�Éjí§Î?ËOÅ�Î?ËOÊ�Ò
ÇrÈ%Å�ÄZÆ«È;Ï�ËOÈRÅNÆ�É�É�ÄZÅ�Æ�É�ÙCË
Ñ8Ú%ÄZÈ?Ñ�Å�Î;Æ�É�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�Ò|ÄZÈ�î'Ë§ËXì7Ö;Ð�ÇrÆ«Å�Ë
Ñ8Û�ZNÇrÈ7ð
É�Æ�Ñ;ËOÊ�Æ«È;Ô�Å�Î?Ë§É�ËOÅ¥ÇZÌ'î�ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô2Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�É¦ÇZÌ'Å�Î?ËTÑ;ÇrÏ#ÄZÆ«È

{i, j, i′, j′|i < i′ < j′ < j, i′− i > j−j′}
í§Î;Æ�Ò�Î

î�Ë
Ò
ÇrÏ�Ë
É
{(−1, 0, 1, 0), (0, 0,−1, 1), (0, 1, 0,−1), (−1,−1, 1, 1)}

ÛNù�Î?Ë¥î�ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô�Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å
(0, 0,−1, 1)Æ�É�Æ«ÈCÄrÒOÅ�Æ«Õ4Ë\ÄrÉmÉ�ÄZÅ�Æ�É�ÙCË
É®V
�ÜXXÛ�ëCÇrÊ�ÄZÐ«ÐNÅ�Î?Ë#Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�É|Ú

(−1, 0, 1, 0)
Ú
(0, 1, 0,−1)

ÄZÈ?Ñ
(−1,−1, 1, 1)

Ú¥Å�Î?Ë
Ñ7Æ«Ê�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈñÄZÐ�ÇrÈ;Ô

−rE

É�ÄZÅ�Æ�É�ÙCË
É�Å�Î?Ë�ÕyÄZÐ«Æ�Ñ7Æ«Å�ØêÒ
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�É|Û�b�È.ÄrÑ;Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ1Ú�Æ«Å�ÄZÐ�É�ÇªÉ�ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�Ë
É�Å�Î?Ë�î'ÇrÃ;È?Ñ?ÄZÊ�Ø
(−1,−1, 1, 1)

ÛNù�ÎRÃ?É|Ú?í¦ËxÏ#Ä
Ø\É�Ã?Ò
Ò
Ë
É�ÌÍÃ;Ð«Ð«Ø\ËXì)Ö;Ð�ÇrÆ«Å§Å�Î?Ë�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô#ÄZÈ?Ñ\Å�Î?Ë�Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈ?Ò
Ë�í§Æ«Å�ÎªÅ�Î?ËxÊ�Ë
É�Ã;Ð«Å�É�Æ�É
rX = fp1

(−rE) = (−1, 1, 0)
Û

^�Ì¨Å�ËOÊ�Ì�ÄrÒOÅ�ÇrÊ�Æ«ògÄZÅ�Æ�ÇrÈ¬ÄZÈ?Ñ�Ñ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Æ�ÇrÈ1Ú?Å�Î?ËxÅ�Ê�ÄZÈ?É�Ì¡ÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Ë
Ñ�Ë
Â%ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É�ÄZÊ�ËyÚ

V BI = st +
Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë

(min, (i, j, k → i, j),

sz′′.(i, j, i′, j′ → i′ − i + j − j′ − 2) + X)

X =
Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë

(⊕, (i, j, i′, j′ → i, j, i′ − j′),

lop(i, j, i′, j′ → i′ − i − j + j′) +

g.(i, j, i′ , j′ → i′, j′))

b�È�Å�Î?Ë�È?ËXì7ÅTÉ�Å�ËOÖ1Ú;í§Î?ËOÈ�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô#Æ�ÉTËXì)Ö;Ð�ÇrÆ«Å�Ë
Ñ8Ú?Å�Î?Ë
É�Ë�Ë
ÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ?ÉFÄZÊ�Ë�Å�Ê�ÄZÈ?É�Ì¡ÇrÊ�Ï�Ë
Ñ�Å�Ç

V BI = st +
Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë

(min, (i, j, k → i, j),

sz′′.(i, j, i′, j′ → i′ − i + j − j′ − 2) + X)

X =
Ò|ÄrÉ�Ë
{i, j, k|i = j − 3} : X ′

{i, j, k|i < j − 3} : X.(i, j, k → i + 1, j − 1, k) + X ′

Ë
É�ÄrÒ
X ′ =

Ê�Ë
Ñ7Ã?Ò
Ë
(⊕, (i, j, i′, j′ → i, j, i′ − j′),DX′ :

lop(i, j, i′, j′ → i′ − i − j + j′) +

g.(i, j, i′, j′ → i′, j′)))

í§Î?ËOÊ�Ë
DX = {i, j, i′, j′|1 ≤ i′ − i ≤ 3}|{i, j, i′ , j′|1 ≤ j − j′ ≤ 3}

ÚCÅ�Î?Ë�ý�Ð�ËXÌ¨Å�ð�ÇgÕ4ËOÊ�þ�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È?É|Û g Ã;ÊTÙ?ÈCÄZÐ
Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈªÎCÄrÉ�ÄmÖ�ÇrÐ«Ø)È?ÇrÏ�Æ�ÄZÐ1Ò
ÇrÏ�Ö;Ð�ËXì)Æ«Å�Ø\ÇZÌ�ÇrÊ�Ñ;ËOÊ

3
Û¥ù�Î?Ë�ÇrÊ�Æ«ÔyÆ«ÈCÄZÐ1Ö;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏ�ÎCÄrÑªÄ�Ò
ÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø�ÇZÌjÇrÊ�Ñ;ËOÊ

4
Û

Ï Ðô¼�¹�¿@��¾]�CÀ�¼T¹]�¨��¹�½ÒÑ�¾�º'¾2»7�ÓÉ ¼§»�Ô
b�ÈøÖCÄZÖ�ËOÊ|Ú�íNË�ÎCÄ|Õ4Ë#Ö;Ê�Ë
É�ËOÈ%Å�Ë
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Ë

r ∈ ELS(D)
Ûjù�ÎRÃ?ÉgÚ

Ì¡ÇrÊ§Å�Î?Ë�Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É�Å�ÎCÄZÅTÖCÄZÆ«ÊTÆ«È�Ëj�8Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ë
Â%ÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�Ë
É
bT
i r = 0

Û
^�Ð«Ð1Ò
ÇrÊ�Ê�Ë
É�Ö�ÇrÈ?Ñ7Æ«È;Ô­Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�ÉTÆ«È

D′
Ò|ÄZÈ�î'Ëxí§Ê�Æ«Å�Å�ËOÈ�ÄrÉ

bT
i (z − r) ≥ βi

ÇrÊ

bT
i z ≥ βi + bT

i r
V U qÜX

¦NØ�Ñ;ËXÙ?È;Æ«Å�Æ�ÇrÈñÄZÐ«Ð�Æ«Å�ËOÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ×Ö'ÇrÆ«È%Å�É�Æ«È
D − D′

î'ËOÐ�ÇrÈ;Ô�Å�Ç©Å�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È
D
ÄZÈ?Ñ×Ñ;Ç\È?ÇrÅ�î�ËOÐ�ÇrÈ;Ô\Å�Ç

D′
Û

ù�ÎRÃ?ÉgÚTÄZÐ«Ð�Æ«Å�ËOÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈóÖ'ÇrÆ«È%Å�É#Æ«È
D − D′

ÄZÊ�ËªÅ�Î?ÇyÉ�Ë�Å�ÎCÄZÅ#î�ËOÐ�ÇrÈ;ÔøÅ�Ç
D
ÄZÈ?Ñ Ñ;ÇêÈ?ÇrÅ­É	ÄZÅ�Æ�É�Ì¨Ø³ÄZÅ�Ð�Ë|ÄrÉ�Å©ÇrÈ?Ë

Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�ÇZÌ
D′
ÛHnêË�í§Æ«Ð«Ð'Æ«Å�ËOÊ�ÄZÅ�Ë�ÇgÕ4ËOÊ§ÄZÐ«ÐYÅ�Î?Ë�Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É�Æ«È

D′
Û�ë?ÇrÊNÉ�ÇrÏ�Ë

i
Å�Î?Ë�Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%ÅKV U qÜX¥Æ«È

D′
Ú

Ò
ÇrÊ�Ê�Ë
É�Ö�ÇrÈ?Ñ;É�Å�Ç#Å�Î?Ë2Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�V U ¡ X�Æ«È
D
Û�ù�Î?Ë�Ö�ÇrÐ«Ø%Î?Ë
Ñ7Ê�ÄZÐjÑ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�Å�ÎCÄZÅxÒ
ÇrÊ�Ê�Ë
É�Ö�ÇrÈ?Ñ;É�Å�Ç#Å�Î?Ë�Õ)Æ�ÇrÐ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ

ÇZÌjÅ�Î;Æ�ÉTÒ
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅFÒ|ÄZÈªî�Ëxí§Ê�Æ«Å�Å�ËOÈ�ÄrÉ

βi ≤ bT
i z < βi + bT

i r, z ∈ D
V U sSX

í§Î?ËOÊ�ËªÅ�Î?Ë�Ù?Ê�É�Å�Æ«È?Ë
ÂRÃCÄZÐ«Æ«Å�Ø³Æ�É#É�ÄZÅ�Æ�É�ÙCË
Ñ³îRØ ÄZÐ«ÐTÖ�ÇrÆ«ÈRÅ�É#Æ«È
D
Û ù�Î?Ë�ÄZî'ÇgÕ4Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«ÈôÆ�É�È?ÇrÈôËOÏ�Ö;Å�Ø ÇrÈ;Ð«Ø

í§Î?ËOÈ
bT
i r > 0

Û � ËOÏ�ËOÏ�î'ËOÊFÅ�ÎCÄZÅTÌ¡ÇrÊ�Ò
ÇrÈ%Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�ÉxÅ�ÎCÄZÅ�ÖCÄZÆ«Ê�Æ«È¬Ëj��Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ë
ÂRÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�Ë
É|ÚYÅ�Î?ËmÑ;ÇrÅ�Ö;Ê�Ç)Ñ7Ã?ÒOÅ
bT
i rË
Â%ÃCÄZÐ�Éxò|ËOÊ�Ç;Û2ù�Î?ËOÊ�ËXÌ¡ÇrÊ�Ë�ÄZÐ«ÐjÒ
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É�Å�ÎCÄZÅxÔyÆ«Õ4Ë�Ä­È?ÇrÈ×ËOÏ�Ö;Å�ØÝÑ;ÇrÏ#ÄZÆ«È×Æ«ÈtV U sSX�ÎCÄ
Õ4Ë�Å�Ç©î'Ëmî�ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô

Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�É|Û¹^�Ð�É�Ç�È?ÇrÅ�Ë�Å�ÎCÄZÅ�Å�Î?Ë#ÄZî'ÇgÕ4Ë#Æ�É2Å�Î?Ë�Æ«ÈRÅ�ËOÊ�É�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈüÇZÌ§Å�Î?Ë�ÇrÊ�Æ«ÔyÆ«ÈCÄZÐ�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«Èøí§Æ«Å�ÎüÄZÈ.Ëj�8Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë
Ë
Â%ÃCÄZÐ«Æ«Å�Ø4Ú

βi ≤ bT
i z < βi + bT

i r
V U {ÜX

ë?ÇrÊ�È?ÇrÈ7ð�ËOÏ�Ö;Å�Ø�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È?É|Ú7íNË�Ò|ÄZÈ\Ö;Ê�Ç|Õ4ËxÅ�ÎCÄZÅ§Ëj��Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ë
Â%ÃCÄZÐ«Æ«Å�Ø©Æ�ÉNÐ«Æ«È?Ë|ÄZÊ�Ð«Ø­Æ«È?Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈRÅ§Å�Ç�ÄZÐ«Ð8Ö;Ê�ËOÕ)Æ�ÇrÃ?É
Ëj�8Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ë
ÂRÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�Ë
É§ÇZÌ

D
É�Æ«È?Ò
Ë

bT
i r > 0

Û¥ù�Î%Ã?É�Å�Î;Æ�É�Ö'ÇrÐ«Ø)Î?Ë
Ñ7Ê�ÄZÐ8Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�ÎCÄrÉ
k − 1

Ëj�8Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?É|Û
ù�Î?Ë�Ëj�8Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊ�É�Ã;î?É�ÖCÄrÒ
Ë�Ò
ÇrÊ�Ê�Ë
É�Ö�ÇrÈ?Ñ7Æ«È;ÔªÅ�Ç©Å�Î;Æ�É�Ëj��Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ë
Â%ÃCÄZÐ«Æ«Å�Ø¬Æ�É

bT
i z = 0

Û�ù�Î?Ë�Ëj��Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë
Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊxÉ�Ã;î?É�ÖCÄrÒ
Ë2ÇZÌ�Å�Î;Æ�É�Ö'ÇrÐ«Ø)Î?Ë
Ñ7Ê�ÄZÐ�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È¬Æ�ÉTÅ�Î?Ë2Æ«ÈRÅ�ËOÊ�É�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ×ÇZÌ�Å�Î?Ë2Ëj�8Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊ�É�Ã;î?É�ÖCÄrÒ
Ë
ÉFÇZÌ¦ÄZÐ«Ð
Æ«Å�ÉTËj�8Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ë
Â%ÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�Ë
ÉTí§Î;Æ�Ò�Î�Æ�É§Ö;Ê�Ë
ÒOÆ�É�ËOÐ«Ø

ELS(D) ∩ {bT
i z = 0}

ë�Æ«ÈCÄZÐ«Ð«Ø4Ú�È?ÇrÅ�Ë©Å�ÎCÄZÅmÅ�Î;Æ�É�Ö�ÇrÐ«Ø)Î?Ë
Ñ7Ê�ÄZÐ�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«ÈüÆ�É�Å�ÎCÄZÅmÌ¡ÄrÒ
ËOÅ�ÇZÌ
D
í§Î;Æ�Ò�ÎôÄrÑ;Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈCÄZÐ«Ð«ØñÉ�ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�Ë
ÉmÅ�Î?Ë

Ëj�8Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ë
ÂRÃCÄZÐ«Æ«Å�Ø�Ò
ÇrÊ�Ê�Ë
É�Ö'ÇrÈ?Ñ7Æ«È;Ô­Å�Ç
bT
i z ≥ βinêË�ÎCÄ|Õ4Ë2ÄZÐ«Ê�Ë|ÄrÑ7Ø�É�Ë
ËOÈ�Å�ÎCÄZÅ

D′
Æ�ÉTÅ�Î?Ë�Ã;È;Æ�ÇrÈ�ÇZÌ¥ÄZÐ«Ð1Å�Î?Ë
É�ËxÖ�ÇrÐ«Ø%Î?Ë
Ñ7Ê�Ä7Û

*lk
.4/�27.I? ¤¡m æ ß�ÿ �Nk«æråÍä§èAm�� Þ å¨çGP û æ Þ ä3m ß è	å � �Nkqå `¦â �yäÍåÍæyçñæ û � Þ�ß�àyá7â äÍå¡ærç � le�rçüæ Þ�àRßXÞ æ û � �5PrçCå¨ä á;àRß q å¨çä3m ß � � è ß ç â�ß æ û �rç�å¨ç EZßOÞ è ß æ8� ßXÞ �yä�æ Þ q ä3m ß�ß�ÿ å¢èXä ß ç â�ß æ û �­çYærç¬ä Þ å E å
�$k8è
æ$k á äÍå¡ærç¬ä�æ

bT
i r ≥ 0,∀i ∈ A, r ∈ AR(DE)

å¢è � æyä3m�ç ß�â�ß è	è»� Þ l¹�rç à è á i â å ß çCä�s£¢ym�� Þ å¨çGP � �$l ��ß�ß�ÿ �Nk«æråÍä ß�à �$k«ærçGP®�rçyl�ç'ærç¬ä Þ å E åa�4k�èOæ$k á äÍå¡ærç:s

U �



ì 2'/�/]1 ù�Î?ËxÖ;Ê�Ç)ÇZÌ�Å�Ç�Å�Î;Æ�ÉNÌ¡ÇrÐ«Ð�Ç|íTÉ§Ì¨Ê�ÇrÏ Å�Î?Ë�Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈªÇZÌjÅ�Î?ËxÒ
ÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ1Û�nêËxí§Æ«Ð«Ð�ÔyÆ«Õ4ËxÆ«Å§Æ«È\Å�Î?ËFÙ?ÈCÄZÐ
Õ4ËOÊ�É�Æ�ÇrÈ�ÇZÌjÅ�Î?Ë�ÖCÄZÖ�ËOÊ
*lk
.4/�27.I?«ª�¬ û ä3m ß èOæ$k á äÍå¡ærç³ä�æ¬ä3m ß­E �$kqå à å¨äal â ærç;èXä Þ �rå¨çCä¨è

K = bT
i r ≥ 0,∀i ∈ A, r ∈ AR(Df )

û æ Þ ä3m ß
�7æ$k<l�m ß�àrÞ �$k à æ � �rå¨ç

Df
å�è����7ærå¨çCä ß�àÝâ æyç ß q ærç ß æ û ä3m ß\ß�ÿ ä Þ�ß8� �$k Þ �$lZè#æ û

K
å�è�ä3m ß#Þ�ßXá è ß\à å Þ�ß�â äÍåÍærç ä3m��yä

Prå EZß è�ä3m ß æ!�'äÍå � �4k â æ � �Nk ß�ÿ åÍäal�ä�æmä3m ß�Þ�ß�àrá;â äÍå¡ærç�æ û ä3m ß�ß�ÿ � Þ�ß è�èXåÍæyç�ærç
Df

s ¬ û åÍäBm��Zè1��çYærç�ä Þ å E å
�$kykqå¢ç ß �$kqå¨äal
è���� â�ß q �rçyl Þ �4l×å¢çôä3m ß è���� â�ß ä3m��yäFèò�yäÍå�è `Nß èT�yä�k ß �ZèXämærç ß¶� æ á ç à å¨çGP â æyç;èXä Þ �rå¨çCä

/∈ A
Prå Erß è\ä3m ß æ!�'äÍå � �$k

â æ � �Nk ß�ÿ åÍäal\ä�æ#ä3m ß2Þ�ß�àrá;â äÍå¡ærç:s
ì 2'/�/]1 nêËxí§Æ«Ð«Ð�d�Ã?É�ÅNÖ;Ê�Ë
É�ËOÈRÅTÇrÃ;Ê§Æ«È%Å�Ã;Æ«Å�Æ�ÇrÈ�Î?ËOÊ�ËyÛ¥ù�Î?ËxÒ
ÇrÏ�Ö;Ð�ËOÅ�ËxÖ;Ê�Ç%ÇZÌ�í§Æ«Ð«Ð'î�ËFÔyÆ«Õ4ËOÈ�Æ«È\Å�Î?Ë�Ù?ÈCÄZÐ�ÖCÄZÖ�ËOÊ|Û

ª1ËOÅ�Ã?É2Ù?Ê�É�Å�Ò
ÇrÈ?É�Æ�Ñ;ËOÊ�Å�Î?Ë©Ò|ÄrÉ�Ë#í§Î?ËOÈ
K
Æ�É�Ä�Ö'ÇrÆ«È%Å�Ë
ÑñÒ
ÇrÈ?ËyÛWb�ÌTÊ�ËOÃ?É�Ë\Ò|ÄZÈ.î�Ë©ËXì)Ö;Ð�ÇrÆ«Å�Ë
Ñ³ÄZÅ�Ä�Ì�ÄrÒ
ËyÚ

Æ«Å�É�Ò
ÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø¬Æ�ÉxÅ�Î?Ë�Ï#Ä�ì7Æ«Ï2Ã;Ï�Ò
ÇrÏ�Ö;Ð�ËXì)Æ«Å�Ø¬ÇZÌNÆ«Å�ÉxÃ;È;Ï#ÄrÉ)c4Ë
Ñ×Ò�Î;Æ«Ð�Ñ7Ê�ËOÈ1Ú]í§Æ«Å�Î¬Å�Î?Ë�È%Ã;Ï2î�ËOÊ�ÇZÌNËj�8Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë
Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?É�ÇZÌ�Å�Î?Ë�Ê�Ë
É�Ã;Ð«Å|Û�ù�Î?ËOÊ�ËXÌ¡ÇrÊ�ËyÚ;Æ�Ì�íNË�ÎCÄ|Õ4Ë�Å�íNÇ�Ï#ÄrÉ)c7É|Ú;ÇrÈ?Ë�í§Î;Æ�Ò�Î�Æ�É�Ä�É�Ã;î?É�ËOÅ�ÇZÌ�Å�Î?Ë2ÇrÅ�Î?ËOÊ|Ú;Å�Î?ËOÈ
Å�Î?Ë�ÌÍÇrÊ�Ï�ËOÊNÆ�É�Ò|ÄZÈ;È?ÇrÅ¦Ê�Ë
É�Ã;Ð«ÅNÆ«È�Ä�Ð�Ë
É�É�ËOÊNÒ
ÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø#ÌÍÇrÊ¦Å�Î?ËTÌ�ÄrÒ
Ë�Å�ÎCÄZÈ©Å�Î?ËFÐ�ÄZÅ�Å�ËOÊ|Û=nêË�Ò|ÄZÈ©Ö;Ê�Ç|Õ4ËFÅ�ÎCÄZÅTÄZÐ«Ð
È?ÇrÈ7ð�ËXì7Å�Ê�ËOÏ#ÄZÐ�Ê�Ä|Ø)ÉgÚCÉ�ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�Ë�Ä�Ð�Ë
É�É�ËOÊ�ÈRÃ;Ï�î'ËOÊ�ÇZÌ¥î�ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô©Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�ÉFÅ�ÎCÄZÈ¬É�ÇrÏ�Ë2ËXì7Å�Ê�ËOÏ#ÄZÐ�Ê�Ä|Ø)ÉxÄZÈ?Ñ
Å�ÎRÃ?É�Ê�Ë
É�Ã;Ð«ÅTÆ«ÈªËXì7Å�Ê�ÄmÌ�ÄrÒ
ËOÅ�É VÍÒ
ÇrÊ�Ê�Ë
É�Ö�ÇrÈ?Ñ7Æ«È;Ô�Å�Ç�Å�Î?Ë�ËXì7Å�Ê�ÄmÃ;È?É�ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�Ë
Ñªî�ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô#Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�É!XXÛ

nóÎ?ËOÈ
K
Æ�ÉFÈ?ÇrÅxÄ­Ö�ÇrÆ«ÈRÅ�Ë
ÑÝÒ
ÇrÈ?ËyÚ�Æ«ÅFÆ�É�î�Ë
Ò|ÄZÃ?É�ËmÉ�ÇrÏ�Ë�î'ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô�Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�É�ÎCÄ
Õ4Ëmî�Ë
ËOÈ�Ê�ËOÏ�ÇgÕ4Ë
ÑêÄrÉ

Å�Î?ËOØ�Ò
ÇrÈ%Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Ë§Å�ÇFî'ÇrÃ;È?Ñ?ÄZÊ�Ø�ÕrÄZÐ«Ã?Ë
É�ÇZÌ'Å�Î?ËNÊ�Ë
É�Ã;Ð«Å|Û=ZNÇrÈ?É�Æ�Ñ;ËOÊ�Æ«È;Ô�ÄZÐ«Ð;Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É|Ú4Æ«Ê�Ê�Ë
É�Ö'Ë
ÒOÅ�Æ«Õ4Ë§ÇZÌ'í§Î?ËOÅ�Î?ËOÊ
Å�Î?ËOØ.ÄZÊ�Ë#Æ«È

A
Ú�í§Æ«Ð«Ð§ÄZÐ«íNÄ|Ø)ÉmÊ�Ë
É�Ã;Ð«ÅmÆ«È³ÄªÖ�ÇrÆ«ÈRÅ�Ë
ÑñÒ
ÇrÈ?ËyÚ�É�Æ«È?Ò
Ë\ÄrÉmÄ�Ö;Ê�ËXð�Ö;Ê�Ç%Ò
Ë
É�É�Æ«È;Ô?Újí¦Ë­ÎCÄ
Õ4Ë©Ö;Ê�Ç�d�Ë
ÒOÅ�Ë
Ñ

Å�Î?Ë�Æ«È;Æ«Å�Æ�ÄZÐ�Ö�ÇrÐ«Ø%Î?Ë
Ñ7Ê�ÄZÐjÑ;ÇrÏ#ÄZÆ«ÈêÄZÐ�ÇrÈ;Ô­Æ«Å�É�Ð«Æ«È?Ë|ÄZÐ«Æ«Å�Ø¬É�ÖCÄrÒ
ËyÛ�^�ÈRØ\Ì�ÄrÒ
ËmÇZÌ¥Å�Î;Æ�É�Ö�ÇrÐ«Ø%Î?Ë
Ñ7Ê�ÄZÐjÑ;ÇrÏ#ÄZÆ«È×Ò|ÄZÈ;È?ÇrÅ
ÎCÄ
Õ4Ë�Ä�Ð«Æ«È?Ë|ÄZÐ«Æ«Å�ØñÉ�ÖCÄrÒ
Ë\É�Æ«È?Ò
Ë­Å�Î?Ë­Ê�Ë
Ñ7Ã;È?Ñ?ÄZÈ%Å�î'ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô×Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�É�ÇZÌFÄ¬Ò�Î;Æ«Ð�Ñ³ÄZÊ�Ë©È?ËOÕ4ËOÊ�Å�Î?Ë#Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊ�Ð«Ø
Æ«È?Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈRÅTí§Æ«Å�Î�Å�Î?Ë�ÇrÅ�Î?ËOÊ§î�ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô�Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�ÉgÛ¥ù�ÎRÃ?É|Ú7í§Î?ËOÈ�íNËxÎCÄ
Õ4Ë2Ä�È?ÇrÈ\Å�Ê�Æ«Õ)Æ�ÄZÐ8Ð«Æ«È?Ë|ÄZÐ«Æ«Å�Ø�É�ÖCÄrÒ
Ë
ÇZÌ

K
Ú7íNË�É�Æ«Ï�Ö;Ð«Ø#È?Ë
Ë
Ñ\Å�Ç�Ö�ËOÊ�Ì¡ÇrÊ�Ï Å�Î?ËxÊ�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÄZÅTÇrÈ?Ë�VÍÇrÊ�Ï�ÇrÊ�Ë9X�ÇZÌ�Æ«Å�É�È?ÇrÈ7ð�ÄrÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É|Ú?Å�Î?ÇyÉ�Ë

Å�ÎCÄZÅ�Ñ;ÇÝÈ?ÇrÅ�î�ËOÐ�ÇrÈ;Ô×Å�Ç
A
ÄZÈ?Ñüî;Ê�Ç4ÄrÑ;Ò|ÄrÉ�Å�ÕyÄZÐ«Ã?Ë
É�Æ«È³Å�Î?Ë\Ê�Ë
É�Ã;Ð«Å�ÇZÌ�Å�Î;Æ�É�Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û ö Ç;ÚNÄZÈRØñÊ�Ä
ØñÅ�ÎCÄZÅ

É�ÄZÅ�Æ�É�ÙCË
É�ÄZÅTÐ�Ë|ÄrÉ�ÅTÇrÈ?Ë�î�ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô#Ò
ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å
/∈ A

ÔyÆ«Õ4Ë
É�Å�Î?Ë�ÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐ]Ò
ÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø�Å�Ç�Å�Î?Ë�Ê�Ë
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û
ù�Î%Ã?É|Ú?ÇrÈ?Ë�ÇZÌjÅ�Î?Ë�ËXì7Å�Ê�ËOÏ#ÄZÐ1Ê�Ä
Ø7ÉTÇZÌ

K
Æ�É§Å�Î?ËxÊ�ËOÃ?É�Ë�Ñ7Æ«Ê�Ë
ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�Å�ÎCÄZÅTÔyÆ«Õ4Ë
É§Å�Î?Ë�ÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐ]Ò
ÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø4Û

U5�


