
Computer Science
Technical Report

Simplifying Reductions

Gautam and S. Rajopadhye
[ggupta|svr]@cs.colostate.edu

September 20, 2004

Technical Report CS-04-107

Computer Science Department
Colorado State University

Fort Collins, CO 80523-1873

Phone: (970) 491-5792 Fax: (970) 491-2466
WWW: http://www.cs.colostate.edu



���������	��
�������������������������� 

!#"%$'&")(*")+�,.-�/102"43	5768"%,�9;:7<
=�>?>7@?ACB�DFE�G4HCICJCK�L?GNMOL;P?Q?PCGRB'D)B'STM�S;U7@

V)W &X9.-Y<Z6'&X<Z(\[]<Z^ V)W7W%_

`2a'b	c�de4fgc
hjiRkml)ngoqpri4k	s4tvugo�wxnysyk�o�k	zRu|{Ro}kX~���k�tvp�i4�q�gi�oqk���k�o�l4tvng��tvugwxwF�qz4���qz���i4km��ngtvw�ng��w�u��iRk�w�u�v�q�	u|o

kX�Z�Ru�v�}n�zR~������vimtvk	s4�R���v�}n�zR~���ug~v~�nr���qu|���q�gkNu|zRsm��n�wFw��y�vu|���q�gkNngl)k�t�u�vngt�~�ugl4l4oq�}kXs��vnF��ngoqo}kX�����qngz%~�ng�Y�u|o}�
�Rk	~����ru|zRsFl)n��k	t����4o%~���u������u|z%u|oqpr~���~'��k	��iRz4�q�Z�4kX~��' ¡zx��iR�q~]wFnysyk	o¢�g��i4k���n�t�£���ngwxl4oqk�¤y�}��p�n|�;u|zxkX���%u���qngz
��~���pZlR�q�	u|oqo}p�u�l)ngoqprz4ngwx��u|oY��i4n�~�k�syk	�gtvk�kT��~¥�vi4kFzZ�Rw�{)k�tNn|�]sy�qwxk�zR~��}n�zR~¦n|�1�}�v~¦l%n�o}pri4kXsytvuR�¥ ¡z#kX�Z�Ru�
�v�}n�zR~¥���}��i#t�kXsy�R���v�}n�zR~	�4��iRk�tvkT�q~¦u��4z4���Z�4kTn�l4l%n�t��v�4z4�}��p2�vn2sykX��tvk	ug~�kN��i4kFsyk���t�k	k§n|����iR�q~�l%n�o}prz4n�wF��u|o¨�
hjiRt�n��4�gi��	u|tvk����4o�tvk��R~�k�ng��lRugt��v�qugo}oqp©��ngwxl4�y�vk	s��u|oq�4k	~	�8ngz4k���ugzªn|�«�vk�z¬w�u|zr�Ru|oqoqp\��tvu|�«��kX���R�}�u|oqk�zZ�
kX�Z�Ru�v�}n�zR~j�����vi�o}n��k�t���n�wxl4o}k�¤y����p��

 ¡z���iR�q~�lRugl%k	t	���kjsyk���k�oqnglT�vi4k���ng�4z%s4u�v�}n�zR~Y��ngt1��n�wxl4o}k�¤y����p§tvk	sy�%�����qngz���i4tvng�R�gi�~�py~��vk�w�u�v�q�]��t�u|z%~��
��n�t�w�u|���qngzR~	�;u|zRs#�g�q�gk�zRk	��kX~�~vu|tvp�u|zRs~��y®����}k	z��T��ngzRsy�}���qngz%~¥��n�t¦�vi4k��qt��u|oq�qsy�}��pg�T¯¦~��qz4����i4kX~�kxug~���ngzy�
~���t�u|�qzZ�v~Fn|��u~�k	ugtv��iC�8��k�u|o�~�n#l4tvk	~�k�zZ��u|z�ugo}��ngtv���vi4w°��ngtxn�ly���qw�u|oqo}pª��i4nrnZ~��qz4���i4km��t�u|z%~���n�t�w�u�v�}n�z
l%u|t�u|wxk��vk�t�~��)pr�}k	oqsy�qz4��u|z�kX�Z�Ru�v�}n�z#���}��i#wx�qz4�qw��4w±��ngwxl4oqk�¤y�}��pg��²kx~�i4n�³i4n�³ng�Rt�ugo}��ngtv���vi4w´��u|z
{)k§k	u�~��qoqp�k�¤r��k	zRsyk	s2��nxtvk���u|�qz2ngl4���qwxugo}�}��p���i4�qoqkNk�¤yl4o}n����v�}zR�����Rt��vi4k�t¥~��}wxl4oq�}µ%��u|���qngz2n�l4l)ngt����4z4�}���qk	~jk	zy�
ug{4oqk	sm{rp2u|oq�gk	{4tvug�q�¦l4tvngl)k�t����qk	~���s4�q~���tv�}{R�y���q�r����p��4�qs4k�wxl%ng��k	zR��k��4�}zr��k�t����q{4o}k�n�l%k	tvu|��ngt�~	��k��v�|�¶���

· ¸7¹�ºC»�¼�½�¾m¿1º'À�¼T¹

Á¥Â%ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É2ÄZÊ�Ë�ÇZÌÍÅ�ËOÈ¬Å�Î?Ë�Ï�ÇyÉ�ÅFÈCÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÐNÄZÈ?Ñ¬É�Ã?ÒÒOÆ«È?ÒOÅxÌÍÇrÊ�ÏÓÇZÌNÎ;Æ«ÔyÎ¬Ð�ËOÕ4ËOÐ�Ö;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏ�ÉmÄZÈ?Ñ×ÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;Ï�É�Æ«È
Ï#ÄZÈRØ�É�ÒOÆ�ËOÈRÅ�Æ�ÙCÒyÚ'Ï#ÄZÅ�Î?ËOÏ#ÄZÅ�Æ�Ò|ÄZÐ¥ÄZÈ?Ñ�ËOÈ;ÔyÆ«È?ËËOÊ�Æ«È;ÔªÄZÖ;Ö;Ð«Æ�Ò|ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É|ÛFÜÝÄZÈRØ�Å�Æ«Ï�ËÉ|ÚYÅ�Î?Ë�ËÂ%ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É�Ã?É�Ë�Þ�ß�àrá;âOã
äÍå¡ærç;è4é ÄrÉ�É�Ç)ÒOÆ�ÄZÅ�Æ«Õ4Ë#ÄZÈ?ÑêÒÇrÏ�Ï�Ã;Å�ÄZÅ�Æ«Õ4ËÇrÖ�ËOÊ�ÄZÅ�ÇrÊ�É�ÄZÖ;Ö;Ð«Æ�ËÑ×Å�ÇªÒÇrÐ«Ð�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ?ÉmÇZÌ§Ñ?ÄZÅ�Ä�ÕrÄZÐ«Ã?ËÉ|Ûë?ÇrÊ2ËXì?ÄZÏ�Ö;Ð�ËyÚ
Å�Î?Ë§Ö;Ê�Ç)Ñ7Ã?ÒOÅ�ÇZÌ�Å�í¦Ç�É�Â%ÃCÄZÊ�Ë§Ï#ÄZÅ�Ê�Æ�ÒËÉ¥Æ�É¥É�Ö'ËÒOÆ�ÙCËÑ�î%Ø�Å�Î?Ë�ËÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Ú

Ci,j =
n
∑

k=1

Ai,kBk,j ï Ê�ËÒOÃ;Ê�É�Æ«Õ4ËTÒÇrÈ%Õ4ÇZð

Ð«Ã;Å�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ¦Ä�Ö'ÇyÉ�É�Æ«î;Ð«Ø©Æ«È7Ù?È;Æ«Å�Ë�É�ËÂ%Ã?ËOÈ?ÒË2ÇZÌ¥Ñ?ÄZÅ�Ä�É�ÄZÏ�Ö;Ð�ËÉ�Æ�ÉTÔyÆ«Õ4ËOÈ�îRØ
yi =

n
∑

j=i

wjxi−j

Ú?í§Æ«Å�ÎÝÄZÖ;Ö;Ê�ÇrÖ;Ê�Æ�ÄZÅ�Ë
î�ÇrÃ;È?Ñ?ÄZÊ�ØñÒÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ?É�ÌÍÇrÊ

i ≤ n ï ÄZÈ?Ñ³Å�Î?Ë\ÒÇyÉ�Å�ÇZÌxÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐTÖCÄZÊ�ËOÈRÅ�Î?ËÉ�Æ«ògÄZÅ�Æ�ÇrÈóÇZÌ�Ä¬É�Å�Ê�Æ«È;Ô×Æ�É�ÔyÆ«Õ4ËOÈôîRØ

Ci,j =
j−1

min
k=i

Ci,k + Ck+1,j + h(i, j, k)
ÚCÄZÔRÄZÆ«Èªí§Æ«Å�Î�ÄZÖ;Ö;Ê�ÇrÖ;Ê�Æ�ÄZÅ�Ë2î'ÇrÃ;È?Ñ?ÄZÊ�Ø\ÒÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ?Éõ�Û

ö Ã?Ò�Î#ËÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É¥Ã?É�ÃCÄZÐ«Ð«Ø�ÎCÄ|Õ4Ë�ÄFÑ7Æ«Ê�ËÒOÅ|Ú4È?ÇrÅ�È?ËÒËÉ�É	ÄZÊ�Æ«Ð«ØmËX÷#ÒOÆ�ËOÈ%Å|ÚRÆ«Ï�Ö;Ð�ËOÏ�ËOÈ%Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ\ÄrÉ¥ÄFÐ�Ç)ÇrÖ�Ö;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏ
í§Î?ËOÊ�ËÅ�Î?Ë#Ð�Ç)ÇrÖ.Æ«È?Ñ7Æ�ÒËÉ�ÒÇrÊ�Ê�ËÉ�Ö�ÇrÈ?Ñ.Å�ÇªÅ�Î?ËÆ«È?Ñ;ËXìøÕrÄZÊ�Æ�ÄZî;Ð�ËÉ�ÇZÌTÅ�Î?Ë©ËÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Ú¥ÄZÈ?Ñ.Å�Î?Ë#Ñ?ÄZÅ�Ä�ÕyÄZÊ�Æ�ÄZî;Ð�ËÉ
î�ËÒÇrÏ�Ë¬ÄZÊ�Ê�Ä|Ø)ÉÅ�ÎCÄZÅ©ÄZÊ�ËÝÄrÒÒËÉ�É�ËÑôÅ�Î;Ê�ÇrÃ;ÔyÎôÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É\ÇZÌxÅ�Î?Ë�Æ«È?Ñ7Æ�ÒËÉ|Ûúù�Î?Ë�Ê�Ã;È;È;Æ«È;Ô.Å�Æ«Ï�Ë¬ÇZÌ�É�Ã?Ò�ÎúÄ
Ö;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏûÆ�É�Ö;Ê�ÇrÖ�ÇrÊ�Å�Æ�ÇrÈCÄZÐ�Å�ÇüÅ�Î?Ë�ý�Õ4ÇrÐ«Ã;Ï�ËXþêÇZÌ�Å�Î?Ë å¢ç à%ß�ÿ è���� â�ßñÉ�ÖCÄZÈ;È?ËÑ î%Ø Å�Î?ËÉ�ËÝÐ�Ç%ÇrÖ?É|ÚFÃ?É�ÃCÄZÐ«Ð«ØúÄ
Ö�ÇrÐ«Ø%È?ÇrÏ�Æ�ÄZÐ�í§Î?ÇyÉ�Ë©Ñ;ËOÔyÊ�ËË©Æ�É�Å�Î?ËÏ#Ä�ì7Æ«Ï2Ã;Ï ç á�����ßXÞ�ÇZÌ§ÌÍÊ�ËËÆ«È?Ñ;ËXì.ÕyÄZÊ�Æ�ÄZî;Ð�ËÉ�Å�ÎCÄZÅ�ÄZÊ�ËÕ%Æ�É�Æ«î;Ð�Ë©ÄZÅ�ÄZÈRØ
Ö�ÇrÆ«ÈRÅ©Æ«ÈôÅ�Î?Ë¬ËÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Û ù�ÎRÃ?É|Ú�Å�Î?Ë�Ï#ÄZÅ�Ê�Æ�ìôÏ2Ã;Ð«Å�Æ«Ö;Ð«Æ�Ò|ÄZÅ�Æ�ÇrÈ ÄZÈ?Ñ ÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐxÖCÄZÊ�ËOÈRÅ�Î?ËÉ�Æ«ògÄZÅ�Æ�ÇrÈúËÂ%ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É
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ÎCÄÕ4Ë�ÒOÃ;î;Æ�ÒxÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø4Ú?ÄZÈ?Ñ©Å�Î?ËFÊ�ËÒOÃ;Ê�É�Æ«Õ4ËxÒÇrÈRÕ4ÇrÐ«Ã;Å�Æ�ÇrÈ�ËÂ%ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É�ÎCÄrÉ�ÂRÃCÄrÑ7Ê�ÄZÅ�Æ�Ò�ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�ØWVÍÇrÊ|Ú)Æ�Ì]Å�Î?Ë
ÈRÃ;Ï�î'ËOÊFÇZÌjÉ	ÄZÏ�Ö;Ð�ËÉ§Æ�É§Ã;ÈRî�ÇrÃ;È?Ñ;ËÑ8Ú?Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊFÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì)Æ«Å�Ø\Ö'ËOÊTÉ�ÄZÏ�Ö;Ð�Ë9XXÛ

YFÇ|íNËOÕ4ËOÊ|Ú;É�Ã?Ò�Î\Ä2Ñ7Æ«Ê�ËÒOÅNÆ«Ï�Ö;Ð�ËOÏ�ËOÈRÅ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈªÇZÌ]ÄZÈ\ËÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ©Ï#ÄØ�î�ËTÆ«È?ËX÷#ÒOÆ�ËOÈ%Å|Û[ZNÇrÈ?É�Æ�Ñ;ËOÊ§ÄZÈËÂ%ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Ú
Yi =

∑i
j=1 F(i, j)

ÌÍÇrÊ
i = 1 . . . n

Û ö Æ«È?ÒËTÅ�Î?Ë§Ì¨Ã;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ
F
Æ�É�Å�Ç�î'Ë§ËOÕyÄZÐ«ÃCÄZÅ�ËÑ#ÄZÅ¦ÄZÐ«Ð?Ö�ÇrÆ«ÈRÅ�É�Æ«ÈÄFÅ�Ê�Æ�ÄZÈ;ÔyÃ;Ð�ÄZÊ

Ê�ËOÔyÆ�ÇrÈ\V
i = 1 . . . n

ÄZÈ?Ñ
j = 1 . . . i

XXÚ1Å�Î?Ë�ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì)Æ«Å�Ø¬ÇZÌ�Å�Î;Æ�ÉxÆ�É
Θ(n2)

Û]YFÇ|í¦ËOÕ4ËOÊ|Ú�Æ�Ì¦Å�Î?ËOÊ�Ë�Æ�ÉxÖ�ÇrÅ�ËOÈRÅ�Æ�ÄZÐ
Ê�ËOÃ?É�Ë�Æ«ÈêÅ�Î?Ë�ÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈñÇZÌ

F
Ú]É�Æ«ÔyÈ;Æ�ÙCÒ|ÄZÈRÅ2ÇrÖ;Å�Æ«Ï�Æ«ògÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É�ÄZÊ�Ë�Ö�ÇyÉ�É�Æ«î;Ð�ËyÛ_^ ÒOÐ�ÄrÉ�É�Æ�ÒyÚ]ÄZÈ?Ñ×Ö�ÇyÉ�É�Æ«î;Ð«Ø�Å�Î?Ë

É�Æ«Ï�Ö;Ð�ËÉ�Å|ÚCËXì;ÄZÏ�Ö;Ð�Ë�Æ�É�Ä è â �yç ÇrÊ � Þ�ßa`�ÿ�ÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Ú'É�Ö�ËÒOÆ�ÙCËÑ�îRØ
F(i, j) = Xj

Û�b�Å§Æ�É§í¦ËOÐ«ÐHc%È?Çgí§ÈªÅ�ÎCÄZÅ
Å�Î?Ë

i
ð�Å�ÎüÄZÈ?É�í¦ËOÊ|Ú

Xi

Ò|ÄZÈedvÃ?É�Å�î'Ë#Æ«È?ÒOÊ�ËOÏ�ËOÈRÅ�ÄZÐ«Ð«ØøÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�ËÑñÆ«È â ærç;èXä��yçCä Å�Æ«Ï�Ë�ÌÍÊ�ÇrÏÓÅ�Î?Ë#Ö;Ê�ËOÕ%Æ�ÇrÃ?ÉmÇrÈ?ËyÚ
Yi−1

Ûjù�Î;Æ�É�Ð�Ë|ÄrÑ;É�Å�Ç2ÄFÈ?ËOí�Ú4Ê�ËÒOÃ;Ê�É�Æ«Õ4Ë�ËÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Ú
Yi = Yi−1 +Xi

Ú%ÄrÉ¦ÄZÐ«íNÄ|Ø)ÉgÚ4í§Æ«Å�ÎÄZÖ;Ö;Ê�ÇrÖ;Ê�Æ�ÄZÅ�Ë�î'ÇrÃ;È?Ñ?ÄZÊ�Ø
ÒÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ?É|ÚCí§Î;Æ�Ò�ÎªÎCÄrÉ

Θ(n)
ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø4Û

ù�Î?Ëec4ËOØ)ÉÅ�Ç×Å�Î;Æ�É©ÇrÖ;Å�Æ«Ï�Æ«ògÄZÅ�Æ�ÇrÈóíNËOÊ�Ë�Å�Î?ËªÌÍÇrÐ«Ð�Çgí§Æ«È;ÔñÇrî?É�ËOÊ�ÕrÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É é V¨Æ�X�ÄêÐ�ÄZÊ�Ô4ËªÈ%Ã;Ï2î�ËOÊ\ÇZÌ�ÕyÄZÐ«Ã?ËÉ
ÒÇrÈRÅ�Ê�Æ«î;Ã;Å�Æ«È;Ô�Å�Ç�ÄZÈ©Æ«È?É�Å�ÄZÈ?ÒË�ÇZÌ1Å�Î?ËxÄZÈ?É�íNËOÊNÕyÄZÊ�Æ�ÄZî;Ð�ËxÄZÊ�Ë�ÒÇrÏ�Ï�ÇrÈ©Å�Ç2Å�Î?ÇyÉ�Ë�ÒÇrÈ%Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Æ«È;Ô�Å�ÇmÄZÈ�ÄrÑ�d�ÄrÒËOÈ%Å
Æ«È?É�Å�ÄZÈ?ÒË ï ÄZÈ?ÑfV¨Æ«Æ�XÆ«Å�Æ�É�Ö�ÇyÉ�É�Æ«î;Ð�Ë¬Å�ÇüÆ«Ï�Ö'ÇyÉ�ËêÄZÈ�ÇrÊ�Ñ;ËOÊ�ÄZÏ�ÇrÈ;Ô³Å�Î?ËøÄZÈ?É�íNËOÊ�Æ«È?É�Å�ÄZÈ?ÒËÉ�É�Ã?Ò�ÎúÅ�ÎCÄZÅ�Å�Î?Ë
É�Ã?ÒÒËÉ�É�Æ«Õ4Ë�É�ËOÅ�É�ÄZÊ�Ë�Ï�ÇrÈ?ÇrÅ�ÇrÈ;Æ�Ò|ÄZÐ«Ð«Ø�Æ«È?ÒOÊ�Ë|ÄrÉ�Æ«È;Ô#Ã;È?Ñ;ËOÊTÆ«È?ÒOÐ«Ã?É�Æ�ÇrÈ1Û

g Ã;Ê�Ï#ÄZÆ«ÈªÒÇrÈRÅ�Ê�Æ«î;Ã;Å�Æ�ÇrÈ�Æ«È©Å�Î;Æ�É�ÖCÄZÖ�ËOÊ�Æ�ÉTÄmÉ�Ø)É�Å�ËOÏ#ÄZÅ�Æ�Ò�Å�ËÒ�Î;È;Æ�ÂRÃ?ËFÌ¡ÇrÊ§Ñ;ËOÅ�ËÒOÅ�Æ«È;Ô#ÄZÈ?Ñ\ËXì)Ö;Ð�ÇrÆ«Å�Æ«È;Ô�É�Ã?Ò�Î
É�Ò|ÄZÈóÐ«Æhc4ËÝÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É�Æ«ÈúËÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈCÄZÐ�Ö;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏ�É|Û ëCÇrÊ�Ä.ÖCÄZÊ�Å�Æ�ÒOÃ;Ð�ÄZÊªÒOÐ�ÄrÉ�É\Ò|ÄZÐ«Ð�ËÑ ��i³ç ßÝà%ß � ß ç à%ß ç â�ß
ß)jOá �yäÍå¡ærç;è ÇgÕ4ËOÊ �7æ$k<l�m ß�àrÞ �$k à æ � �yå¢ç;è Ú�í¦ËªÔyÆ«Õ4Ë\È?ËÒËÉ�É�ÄZÊ�ØñÄZÈ?Ñ³É�Ã7÷#ÒOÆ�ËOÈRÅ#ÒÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ?É�ÌÍÇrÊ�ËXì7Ö;Ð�ÇrÆ«Å�Æ«È;Ô×Å�Î?Ë
Ö�ÇrÅ�ËOÈRÅ�Æ�ÄZÐ?Ê�ËOÃ?É�Ë§ÇZÌ�ÒÇrÏ�ÇrÈ#É�Ã;î�ËXì)Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ?É|ÛHnêË�Ö;Ê�ËÉ�ËOÈRÅ�ÄZÈ#ÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;Ï Å�ÎCÄZÅ æ!�'äÍå � �4k�k<l ËXì)Ö;Ð�ÇrÆ«Å�É�É�Ò|ÄZÈ?É¥ÄZÈ?Ñ
Ö;Ê�Ç)Ñ7Ã?ÒËÉ�ÄZÈ�ËÂRÃ;Æ«ÕyÄZÐ�ËOÈRÅ�ËÂ%ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ�í§Æ«Å�Î�Ï�Æ«È;Æ«Ï#ÄZÐYÄrÉ�Ø)Ï�Ö;Å�ÇrÅ�Æ�Ò§ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì)Æ«Å�Ø4Û=nêË�Å�Î?ËOÈ#ÄrÑ?ÄZÖ;Å�Å�Î?Ë§ÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;Ï
É�Ç\Å�ÎCÄZÅ�Æ«Å�Ê�ËOÅ�ÄZÆ«È?É2ÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐ«Æ«Å�Ø×Æ«È×Å�Î?Ë�Ö;Ê�ËÉ�ËOÈ?ÒË�ÇZÌTÄZÐ«Ô4ËOî;Ê�ÄZÆ�Ò�Ö;Ê�ÇrÖ�ËOÊ�Å�Æ�ËÉ2ÇZÌ§Ñ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Æ«Õ)Æ«Å�Ø4Ú�Æ�Ñ;ËOÏ�Ö'ÇrÅ�ËOÈ?ÒOØ
ÄZÈ?Ñ\Å�Î?Ë�ËXì7Æ�É�Å�ËOÈ?ÒË�ÇZÌjÄZÈ�Æ«È%Õ4ËOÊ�É�ËyÛ¥ù]Ç�Å�Î?Ëxî�ËÉ�Å§ÇZÌ�ÇrÃ;Ê�c)È?Ç|í§Ð«Æ�ËÑ7Ô4Ë2É�Ã?Ò�Î\ý�ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø©Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ7þ�ÎCÄrÉ�È?ÇrÅ
î�ËËOÈ�ÄZÅ�Å�ËOÏ�Ö;Å�ËÑªÖ;Ê�ËOÕ)Æ�ÇrÃ?É�Ð«ØªÄrÉ�Ä�É�Ø7É�Å�ËOÏ#ÄZÅ�Æ�Ò�Ö;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏ�Å�Ê�ÄZÈ?É�Ì¡ÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Ú?Ð�ËOÅFÄZÐ�ÇrÈ?Ë�ÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐ«Ð«Ø4Û

ù�Î?Ë©Ê�ËOÏ�Æ«È?Ñ;ËOÊ�ÇZÌ�Å�Î;Æ�ÉmÖCÄZÖ'ËOÊ�Æ�ÉmÇrÊ�ÔRÄZÈ;Æ«ò|ËÑ ÄrÉ�ÌÍÇrÐ«Ð�ÇgíTÉ|ÛWb�ÈñÅ�Î?Ë�Ì¡ÇrÐ«Ð�Ç|í§Æ«È;ÔêÉ�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈñíNË#Ï�ÇrÅ�Æ«ÕyÄZÅ�Ë©Å�Î?Ë
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Ñ;ËOÈ?ÇrÅ�ËyÚ
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[i, j, k]
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Æ�É�ÇrÐ�ÄZÅ�Ë�î%ØÅ�Î?Ë�ÌÍÇrÐ«Ð�Çgí§Æ«È;ÔÑ;ËÒÇrÏ�Ö�ÇyÉ�Æ«Å�Æ�ÇrÈ é
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∑
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Bj,k

ù�Î?ËÙ?Ê�É�Å�ËÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ ÒOÐ�Ë|ÄZÊ�Ð«Ø.ÎCÄrÉ
Θ(n2)

ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø4ÛêÜ¬ÇrÊ�ËÇ|Õ4ËOÊ|ÚNÄªÐ«Æ«Å�Å�Ð�Ë\î;Æ«Å�ÇZÌ�Å�Î?ÇrÃ;ÔyÎRÅ�í§Æ«Ð«Ð§É�Î?Çgí°Å�Î?Ë
É�ËÒÇrÈ?ÑÝÇrÈ?Ë�Æ�ÉFÉ�Æ«Ï�Ö;Ð«Ø�Ä#É�ËOÅFÇZÌ

n
å¢ç àRß � ß ç àRß çCä É�Ò|ÄZÈ?É|Ú�ÇrÈ?Ë�ÇrÈ¬Ë|ÄrÒ�Î¬Ê�Çgí ÇZÌ

B
VÍÉ�ËËmë�Æ«ÔyÃ;Ê�Ë U Û îNXXÛKb�Å�Ï#ÄØ

î�ËxÊ�ËOí§Ê�Æ«Å�Å�ËOÈ¬ÄrÉ§Å�Î?ËFÌ¡ÇrÐ«Ð�Ç|íTÉ
B′[i, j] = B′[i − 1, j] + B[i, j]

ù�Î;Æ�ÉFÆ�ÉFÈ?Ç|í
Θ(n2)

ÚYÅ�Î%Ã?É�ÄrÒ�Î;Æ�ËOÕ)Æ«È;ÔªÄ�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈÝÆ«È¬Å�Î?ËmÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø¬ÇZÌ¥Å�Î?Ë�ÇrÊ�Æ«ÔyÆ«ÈCÄZÐ�ËÂ%ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Ûxù�Î?Ë
Ê�Ë|ÄrÑ;ËOÊ¥Æ�É¦ËOÈ?ÒÇrÃ;Ê�ÄZÔ4ËÑ�Å�Ç�É�ÇrÐ«Õ4Ë�Å�Î?ËTÕrÄZÊ�Æ�ÄZÈ%Å�É�Æ«È�Ájìyq�ÄZî�Ç|Õ4Ë§Ã?É�Æ«È;Ô2É�Æ«Ï�Æ«Ð�ÄZÊ¥Ê�Ë|ÄrÉ�ÇrÈ;Æ«È;Ô®V¨íNÄZÊ�È;Æ«È;Ô?Ú)Ájìyq7Û¶Ò§Ï#ÄØ
Ö;Ê�Ç|Õ4ËNÅ�Ç�î'Ë¦Ñ7Æ�÷#ÒOÃ;Ð«Åjî;Ã;Å�Æ«Ð«Ð«Ã;Ï�Æ«ÈCÄZÅ�Æ«È;ÔSXXÛ�ù�Î;Æ�É�ÖCÄZÖ�ËOÊ�É�Î?ÇgíTÉ�Î?Ç|íüÅ�Ç�Ñ;ÇFÉ�Ã?Ò�Î�ÄZÈ�ÄZÈCÄZÐ«Ø)É�Æ�É[V¨Æ�X � á ä�æ � �yäÍå â �$k�k<l
ÄZÈ?Ñ¯V¨Æ«Æ�X æ!��äÍå � �$k3k°l Æ«ÈóÅ�Î?Ë�É�ËOÈ?É�Ë�Å�ÎCÄZÅ�ÄøÏ#Ä�ì)Æ«Ï�Ã;Ï�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ Æ«ÈóÅ�Î?Ë�È%Ã;Ï2î�ËOÊ�ÇZÌ�Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?É\ÇZÌ�Å�Î?Ë
Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�Æ�É�ÄrÒ�Î;Æ�ËOÕ4ËÑªí§Î?ËOÈ?ËOÕ4ËOÊ�Ö'ÇyÉ�É�Æ«î;Ð�ËyÛ

± ²¯�)�_³]�

b�È2Å�Î;Æ�ÉjÉ�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈmí¦Ë�Ñ;ËÉ�ÒOÊ�Æ«î�Ë�u_vRwyx7z�ÚyÅ�Î?Ë¦ËÂ%ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈCÄZÐ7Ð�ÄZÈ;ÔyÃCÄZÔ4Ë¦ÌÍÇrÊ�í§Î;Æ�Ò�Î�í¦Ë�Ñ;ËOÕ4ËOÐ�ÇrÖ�ÇrÃ;ÊjÄZÈCÄZÐ«Ø7É�Æ�É|Û�ù�Î?ËOÊ�Ë
ÄZÊ�ËÅ�í¦Ç�Ê�Ë|ÄrÉ�ÇrÈ?É�Ì¡ÇrÊ�ÇrÃ;Ê�Ò�Î?ÇrÆ�ÒË\ÇZÌ]u]vSwyx7z¥Û¬ë�Æ«Ê�É�Å|Ú�Æ«Å2Æ�É�ÄªÉ�Æ«Ï�Ö;Ð�ËÐ�ÄZÈ;ÔyÃCÄZÔ4ËÅ�ÎCÄZÅmÉ�Ã?ÒÒOÆ«È?ÒOÅ�Ð«Ø.Ò|ÄZÖ;Å�Ã;Ê�ËÉ
ËXì?ÄrÒOÅ�Ð«ØñÅ�Î?Ë�ÄZî?É�Å�Ê�ÄrÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É#È?ËËÑ;ËÑ ÌÍÇrÊÇrÃ;Ê©ÄZÈCÄZÐ«Ø7É�ËÉ|Ú¦í§Î;Æ«Ð�Ë�ÄZÐ�É�Ç×î�ËOÆ«È;ÔêÊ�Æ�Ò�Î ËOÈ?ÇrÃ;ÔyÎôÅ�ÇøËXì)Ö;Ê�ËÉ�É#Ï#ÄZÈRØ
ÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;Ï�É�ËOÈ?ÒÇrÃ;ÈRÅ�ËOÊ�ËÑÝÆ«ÈÝÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈCÄZÐ�É�ÒOÆ�ËOÈ?ÒËyÚ�ËOÈ;ÔyÆ«È?ËËOÊ�Æ«È;Ô�ÄZÈ?Ñ�Ï#ÄZÅ�Î?ËOÏ#ÄZÅ�Æ�ÒÉgÛ ö ËÒÇrÈ?Ñ8Ú'Æ«ÅFÆ�É�íNËOÐ«Ð
c)È?Ç|í§È�Å�ÎCÄZÅ�Ï#ÄZÈ%Ø�Ö;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏ�É�Æ«È�ÒÇrÈRÕ4ËOÈRÅ�Æ�ÇrÈCÄZÐ'Æ«Ï�Ö�ËOÊ�ÄZÅ�Æ«Õ4Ë§Ð�ÄZÈ;ÔyÃCÄZÔ4ËÉ¥Ò|ÄZÈ�î�Ë�Å�Ê�ÄZÈ?É�ÌÍÇrÊ�Ï�ËÑ�Å�Î;Ê�ÇrÃ;ÔyÎ#É�Å�ÄZÅ�Æ�Ò
ÄZÈCÄZÐ«Ø7É�Æ�É|Ú8Å�ÇªÄZÈ×Æ«È%Å�ËOÊ�Ï�ËÑ7Æ�ÄZÅ�Ë�Ì¡ÇrÊ�Ï Æ�Ñ;ËOÈRÅ�Æ�Ò|ÄZÐ¥Å�ÇªÄZÈ©u]vSwyx7z³Ö;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏªÛ�ù�Î?Ë�É�Ö'ËÒOÆ�ÙCÒ�ÄZÈCÄZÐ«Ø7É�ËÉ�Ê�ËÂ%Ã;Æ«Ê�ËÑ
Å�ÇêÄrÒ�Î;Æ�ËOÕ4Ë�Å�Î;Æ�ÉÄZÊ�Ë\Å�Î?ËªËXì?ÄrÒOÅ#Ñ?ÄZÅ�Ä´CÇgí ÄZÈCÄZÐ«Ø7É�Æ�É�ÇZÌ�ë?Ë|ÄZÃ;Å�Ê�Æ�ËOÊ¶µ U8· ÇrÊ#ËÂ%Ã;Æ«ÕyÄZÐ�ËOÈRÅ�Ð«Ø4ÚNÅ�Î?Ë�ÕyÄZÐ«Ã?Ë�îCÄrÉ�ËÑ
Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈ?ÒËmÄZÈCÄZÐ«Ø7É�Æ�ÉTÆ«È�Å�Î?Ë g Ï�ËOÔRÄ#Ð«Æ«î;Ê�ÄZÊ�Ø¸µ�} · Ú;Ì¡ÇrÐ«Ð�Ç|íNËÑ�î%Ø�Å�Î?Ë�Ñ;ËOÅ�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈÝÇZÌ�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É�ÄrÉ�Ñ;ËÉ�ÒOÊ�Æ«î�ËÑ
îRØ � ËÑ;ÇrÈ�ÄZÈ?Ñªë?Ë|ÄZÃ;Å�Ê�Æ�ËOÊ�µ"� · Û g Ã;Ê�Ê�ËÉ�Ã;Ð«Å�ÉTÏ#Ä|ØÅ�Î?ËOÊ�ËXÌ¡ÇrÊ�Ë�î�Ë�Ë|ÄrÉ�Æ«Ð«Ø©Å�Ê�ÄZÈ?É�Ö'ÇrÊ�Å�ËÑªÅ�Ç�ÇrÅ�Î?ËOÊ�É�ËOÅ�Å�Æ«È;Ô4É|Û

u_vRwyxBz Æ�ÉmÄªÉ�Å�Ê�ÇrÈ;ÔyÐ«ØÝÅ�Ø%Ö�ËÑøËÂ%ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈCÄZÐ¦Ð�ÄZÈ;ÔyÃCÄZÔ4ËyÚ�ÇrÊ�Æ«ÔyÆ«ÈCÄZÐ«Ð«ØêÑ;ËOÕ4ËOÐ�ÇrÖ�ËÑ.îRØêÜÝÄZÃ;Ê�ÄrÉ�µ�{ · ÄZÈ?ÑøÐ�ÄZÅ�ËOÊ
ËXì7Å�ËOÈ?Ñ;ËÑ�Å�ÇTÆ«È?ÒOÐ«Ã?Ñ;Ë�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É]î%ØCª1Ë&¬¥ËOÊ�Ô4Ë1µ ¡�· Û;^�È�u_vRwyx7z©Ö;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏ ÎCÄrÉ�Ä�Ö;Ê�Ë|ÄZÏ�î;Ð�ËNÒÇrÈ?É�Æ�É�Å�Æ«È;Ô�ÇZÌ?Ñ;ËÒXð
Ð�ÄZÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É�VÍÉ�Ø7É�Å�ËOÏ�ÈCÄZÏ�ËyÚrÉ�Æ«ò|Ë¥ÖCÄZÊ�ÄZÏ�ËOÅ�ËOÊ�É�ÄZÈ?Ñ2Æ«È;Ö;Ã;Å|ÚZÇrÃ;Å�Ö;Ã;Å�ÄZÈ?Ñ�Ð�Ç)Ò|ÄZÐRÕyÄZÊ�Æ�ÄZî;Ð�ËÉ!X]ÄZÈ?ÑmÄ�î�Ç)Ñ7ØxÒÇrÈ?É�Æ�É�Å�Æ«È;Ô
ÇZÌ�Ä�É�ËOÅ�ÇZÌ]ËÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ?ÉgÛ=¬�ÄZÊ�Æ�ÄZî;Ð�Ë�Ñ;ËÒOÐ�ÄZÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É�É�Ö�ËÒOÆ�Ì¨Ø�Ä2Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È1Ú%Æ�Û¶ËyÛ«Ú7Ä�É�ËOÅ¦ÇZÌ1ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�ÉNÆ«ÈÆ«È?Ñ;ËXìÉ�ÖCÄrÒË
í§Î?ËOÊ�Ë�Å�Î?Ë�ÕrÄZÊ�Æ�ÄZî;Ð�Ë2Æ�ÉTÑ;ËXÙ?È?ËÑ8ÚYÄZÈ?Ñ¬ÄmÕrÄZÐ«Ã?Ë2Å�Ø)Ö'Ë�V¨Æ«È%Å�ËOÔ4ËOÊ|ÚCÊ�Ë|ÄZÐ�ÇrÊTî'Ç)ÇrÐ�Ë|ÄZÈNXXÛ�ëCÇrÊ�ËXì?ÄZÏ�Ö;Ð�ËyÚYÄ¹VÍÉ�Å�Ê�Æ�ÒOÅ�Ð«ØyX
Ð�Ç|íNËOÊ¦Å�Ê�Æ�ÄZÈ;ÔyÃ;Ð�ÄZÊ|Ú)Ê�Ë|ÄZÐ'ÕrÄZÐ«Ã?ËÑ#Ï#ÄZÅ�Ê�Æ�ì�Æ�É�É�Ö�ËÒOÆ�ÙCËÑÄrÉ¥ÌÍÇrÐ«Ð�ÇgíTÉ é ý»º[¼T½�¾D¿)À�Á�ÂSÃRÀSÃ�¾$Ã4ÄRÅ�ÆÈÇ4ÉËÊ�ÌRÍRÎ?Û þrb�È�Å�Î?Ë
î�Ç%Ñ7ØÅ�Î?ËOÊ�ËxÆ�É§ÇrÈ?Ë�ËÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈªÖ�ËOÊ�Ð�Ç%Ò|ÄZÐ]ÄZÈ?Ñ�ÇrÃ;Å�Ö;Ã;Å§ÕyÄZÊ�Æ�ÄZî;Ð�ËyÚ?Ë|ÄrÒ�ÎªÇrÈ?Ë�ÇZÌ�Å�Î?ËFÌ¡ÇrÊ�ÏÐÏ�Í$ÊÑÄÒÌ$ÓSÔRÊ�Ì�ÕRÕ�¾$Ç4ÖYÛ

ù�ÇxÆ«ÈRÅ�Ê�Ç)Ñ7Ã?ÒË�Å�Î?Ë¦Ï#ÄZÆ«È�Ì¡Ë|ÄZÅ�Ã;Ê�ËÉ�ÇZÌ�u]vSwyx7z¥Ú4ë�Æ«ÔyÃ;Ê�Ë ¡ É�Î?ÇgíTÉ¥Ä�Ö;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏ Å�ÇxÉ�ÇrÐ«Õ4Ë§Ä�Å�Ê�Æ�ÄZÈ;ÔyÃ;Ð�ÄZÊ¥É�Ø7É�Å�ËOÏ
ÇZÌ�Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊTËÂ%ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É|Ú

Ax = b
Ú)í§Î?ËOÊ�Ë

A
Æ�É

n× n
Ð�Ç|íNËOÊTÅ�Ê�Æ�ÄZÈ;ÔyÃ;Ð�ÄZÊTÏ#ÄZÅ�Ê�Æ�ì\í§Æ«Å�Î�Ã;È;Æ«ÅTÑ7Æ�ÄZÔ4ÇrÈCÄZÐ�Ú;Ã?É�Æ«È;Ô�Å�Î?Ë

s



Õ ×�Õ Ø�Ì Ù¨Ú�Ç4ÊÜÛ�Í4ÊSÝ�Þ$ßRà�Õ ØN¾9ØRßSØ�¾4Ç$Ö�¼ áSá§ØSâ�¾RÕÈ¾RÕtÍ¨ã4Ç ÙRÙ�Ì$ÖSØ
½tÅäÁ�Å�å�æpÆ áSá§Å¯¾RÕçÍÑÕS¾�è�ÌçÔ�Í4Ê�Í�ÙyÌ$Ø�Ì$Ê
é º�¼T½¨¾D¿)ÀêÁrÂSÃRÀSÃ�¾$Ã4ÄRÅ¨ÆËÇÜÉËÊ�ÌRÍSÎ@ë áSá§º¯¾RÕçÍËì$í¯¾ ÖRÔRßSØÈî�Í$ÊN¾$Í4à�ÎRÌ
ï ¼T½¨¾ ÁrÂSÃ�¾$ÃÜÄÜÅ¨ÆÈÇ4ÉËÊ�ÌSÍRÎ�ð áSá ï ¾RÕçÍñæòí¯¾ ÖRÔRßSØÈî�Í$ÊN¾$Í4à�ÎRÌ

Ê�Ì4ØRßRÊSÖyÕ éeó ¼¹½Ò¾ ÁrÂ�Ã�¾4Ã4ÄÜÅ¨ÆÈÇ4ÉËÊ�ÌRÍRÎñðDë áSá ó ¾RÕçÍñæòí¨Ç4ßRØRÔSßRØÈî�Í4Ê�¾4Í$à�ÎSÌ
ÎRÌ4Ø

ó Äôã$Í�Õ4Ì áRátÍ¨ã$Í�ÕÜÌÈÌ$ÓRÔSÊ�Ì�ÕRÕS¾4Ç$Ö�¿eÌSÍ�ã âÒÇÜÉtÛ�â�Ç�Õ4ÌçàRÊ�Í$Ö�ã â�Ì�ÕÈ¾RÕ
½�¾õÁT¾�ÄNæ�Æö¼ ï ë áRátÍçÊ�Ì�Õ�ØRÊN¾Rã9Ø¨Ì4ÓRÔRÊ�Ì�ÕSÕS¾$Ç4Ö
½�¾õÁT¾4åyæ�Æö¼ ï á©Ê�Ì4ÝRß�ã4Ì é)÷ ¿ é ¾D¿)Àôá�å¨¾SðD¿®ºôø ó�ù$é ¾;¿�Àyá$åÜÀ�ðRðBë

Ì�ÕÜÍ�ã;ë
Ø�ÌSÎ@ë

ë�Æ«ÔyÃ;Ê�Ë ¡ é u]vSwyx7z.Ö;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏ ÌÍÇrÊTÌÍÇrÊ�í�ÄZÊ�ÑªÉ�Ã;î?É�Å�Æ«Å�Ã;Å�Æ�ÇrÈ

Ì¡ÇrÐ«Ð�Ç|í§Æ«È;ÔËÂ%ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ
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ù�Î?ËFÖ;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏ°Æ�É§ÄZÐ«Ï�ÇyÉ�Å�Æ�Ñ;ËOÈRÅ�Æ�Ò|ÄZÐ8Å�Ç�Å�Î?ËFËÂ%ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Ú;ËXì;ÒËOÖ;Å�Ì¡ÇrÊNÉ�Ø%È%Å�ÄrÒOÅ�Æ�Ò�É�Ã;ÔRÄZÊ|Û�ù�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«ÈªÇZÌ[º�Æ�É
Å�Ê�Æ�ÄZÈ;ÔyÃ;Ð�ÄZÊ|Úyí§Î;Æ«Ð�Ë ï ÄZÈ?Ñ ó ÄZÊ�ËNÇrÈ?ËXð�Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈCÄZÐ;ÕyÄZÊ�Æ�ÄZî;Ð�ËÉ¢V¨Õ4ËÒOÅ�ÇrÊ�É8XXÛ�ù�Î?Ë¦î�Ç%Ñ7Ø�Æ�É�Î?ËOÊ�ËyÚ4Ä�É�Æ«È;ÔyÐ�Ë¦ËÂ%ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ
Ñ;ËOÐ«Æ«È?Ë|ÄZÅ�ËÑ îRØ³Å�Î?ËÎSÌ$Ø ÄZÈ?ÑtØ�ÌRÎ¸c4ËOØ%íNÇrÊ�Ñ;É|Ú�ÄZÈ?ÑôÆ«Ð«Ð«Ã?É�Å�Ê�ÄZÅ�ËÉ©ÄZÐ«Ï�ÇyÉ�Å©ÄZÐ«Ð�Å�Î?Ë�É�Ø)ÈRÅ�ÄrÒOÅ�Æ�Ò¬ÒÇrÈ?É�Å�Ê�Ã?ÒOÅ�É�Ì¡ÇrÊ
ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ?É|Û�ù�Î?Ë_ã4Í�Õ4Ì�ÒÇrÈ?É�Å�Ê�Ã?ÒOÅTÆ�É�Ã?É�ËÑ©Å�Ç�Ñ;ËXÙ?È?Ë�ÒÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈCÄZÐ�ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ?ÉgÛ�ù�Î?Ë�Ê�Ì�Õ�ØRÊN¾Rã9ØÒÇrÈ?É�Å�Ê�Ã?ÒOÅ
ÎCÄrÉ�Å�Î?ËªÉ�Ø%È%Å�Ä�ìçÃÜÝ�Ç�ÙyÍ�¾ Ö�åú¼TÃRÌ4ÓRÔRÊ�å;Û ù�Î?ËTÊ�Ì4ÝRß�ã4Ì×ÒÇrÈ?É�Å�Ê�Ã?ÒOÅÎCÄrÉ�Å�Î;Ê�ËË�ÖCÄZÊ�Å�É é ÄZÈ ÄrÉ�É�Ç)ÒOÆ�ÄZÅ�Æ«Õ4ËªÄZÈ?Ñ
ÒÇrÏ�Ï2Ã;Å�ÄZÅ�Æ«Õ4Ë©ÇrÖ�ËOÊ�ÄZÅ�ÇrÊ|Ú�Ä©Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈêÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Ú�ÄZÈ?Ñ.ÄZÈêËXì)Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ1Û�YFËOÊ�Ë�Å�Î?Ë�ÇrÖ'ËOÊ�ÄZÅ�ÇrÊ�Æ�É ÷ Ú�ÄZÈ?Ñ×Å�Î?Ë
Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ³Æ�É é ¾D¿)Àyá$å�¾Sð%Ú¥Å�ÎCÄZÅ�Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�É�Å�Î?Ë\Å�íNÇZð�Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈCÄZÐ�î�Ç%Ñ7ØñËXì)Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈüÅ�ÇÝÄÝÇrÈ?ËXð�Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈCÄZÐ
Ê�ËÉ�Ã;Ð«Å|Û

ù�Î?Ë�ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ1Úyºñø ó[ù�é ¾;¿�À�á�åÜÀ�ð�Æ�É§Å�Î?Ëxî�Ç)Ñ7Ø©ÇZÌjÅ�Î?ËKÊ�ÌÜÝÜßNã$Ì;Û&YFËOÊ�ËyÚ é ¾D¿�Àôá$åçÀ�ð2Æ�É�Ä�à%ß � ß ç à%ß ç â�ß
û á ç â äÍåÍærç ÄZÈ?ÑªÑ;ËOÈ?ÇrÅ�ËÉ�Å�Î?ËxÌ¡ÄrÒOÅ§Å�ÎCÄZÅ�Å�Ç�ÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�Ë�Å�Î?Ë�î�Ç%Ñ7Ø�ÄZÅeü)¾;¿�ÀRýCÚ7í¦Ë2È?ËËÑ�Å�Î?ËxÕyÄZÐ«Ã?Ë�ÇZÌ ó ÄZÅTÆ«È?Ñ;ËXì
Ö�ÇrÆ«ÈRÅ�ü�ÀRý�V¨Å�Î?Ë§Ñ;ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ?ÒË§ÇrÈ«º�Æ�ÉjÈ?ÇrÅ�ËXì7Ö;Ð«Æ�ÒOÆ«Å�Ð«Ø�í§Ê�Æ«Å�Å�ËOÈ�þôÆ«Å�Æ�É�Å�Î?Ë�Æ�Ñ;ËOÈ%Å�Æ«Å�ØyXXÛ&b�È«u_vRwyx7z�ÚRÑ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈ?ÒËÉ
ÎCÄÕ4ËmÅ�Î?ËmÉ�Ø)ÈRÅ�Ä�ì é ¾ ÝÜÓ�¿ÿ¾ ÝÜÓ�¿ ùRùRù á�å¨¾Sá$Ì$ÓRÔSÊ�¿ÿ¾Sá$Ì$ÓSÔRÊ�¿ ùSùRù ð%ÚCí§Î?ËOÊ�Ë�Ë|ÄrÒ�Î©¾�ÝÜÓ�Æ�ÉxÄZÈÝÆ«È?Ñ;ËXì�ÈCÄZÏ�ËyÚ
ÄZÈ?ÑT¾�á�Ì4ÓRÔRÊmÆ�É¦ÄZÈ ��i³ç ß�ËXì)Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈÇZÌ8Å�Î?Ë�É�Ø)É�Å�ËOÏ ÖCÄZÊ�ÄZÏ�ËOÅ�ËOÊ�É§ÄZÈ?Ñ#Å�Î?ËC¾ ÝRÓ��¶É|Û=u_vRwyx7z¬Ã?É�ËÉ�Å�Î;Æ�É�É�Ø)ÈRÅ�Ä�ì
Ì¡ÇrÊ�É�Ö'ËÒOÆ�ÌÍØ)Æ«È;Ô×Ä×Ï2Ã;Ð«Å�Æ�Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈCÄZÐxÄ�÷�È?Ë\Ì¨Ã;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈôÆ«È³Ï#ÄZÈRØ³Ñ7Æ���ËOÊ�ËOÈ%Å#ÒÇrÈRÅ�ËXì7Å�É¶VÍËyÛ Ô?Û«Ú¦Å�Î?Ë�Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ
ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�Æ«ÈÄ�Ê�Ì4ÝÜßNã$Ì�ËXì)Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈNXXÛ�ù�Î;Æ�É¦É�Ø)ÈRÅ�Ä�ì�Ò|ÄZÈ#î�Ë�Õ%Æ�ËOíNËÑ#ÄrÉ¦ÄxÉ�Ö�ËÒOÆ�ÄZÐyc)Æ«È?Ñ�ÇZÌ�Ð�ÄZÏ2î�Ñ?Ä�ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ1Ú
Ê�ËÉ�Å�Ê�Æ�ÒOÅ�ËÑ�Å�Ç#Ä�÷�È?Ë�Ï#ÄZÖ;Ö;Æ«È;Ô4É�Ì¨Ê�ÇrÏ

Zn Å�Ç Zm Û ö Ã?Ò�ÎÝÄ�Ì¨Ã;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Ú f Ú7Ï#Ä|Ø\î'Ë�ËÂ%Ã;Æ«ÕrÄZÐ�ËOÈ%Å�Ð«Ø�Ê�ËOÖ;Ê�ËÉ�ËOÈRÅ�ËÑîRØ�ÄZÈ
m × n

Ï#ÄZÅ�Ê�Æ�ì
A
ÚYÄZÈ?Ñ¬ÄZÈ

m
ð�Õ4ËÒOÅ�ÇrÊ

a
Ú?Æ�Û¶ËyÛ«Ú

f(z) = Az + a
Ú'ÄZÈ?Ñªí¦Ë�í§Æ«Ð«Ð]Ð�ÄZÅ�ËOÊ�Ã?É�Ë�Å�Î;Æ�ÉTÌÍÇrÊ�Ï ÌÍÇrÊ

ÄZÈCÄZÐ«Ø7É�Æ�É§Ö;Ã;Ê�Ö�ÇyÉ�ËÉ|Û=nêË�í§Æ«Ð«Ð]Ñ;ËOÈ?ÇrÅ�Ë�Å�Î?ËxÌ¨Ã;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ
(z → f(z))

ÄrÉTÉ�Æ«Ï�Ö;Ð«Ø
f
Û

ù]í¦Ç.ÄrÉ�Ö'ËÒOÅ�ÉÇZÌFÅ�Î?Ë¹Ê�Ì4ÝRß�ã$ÌøÄZÊ�Ë�í¦ÇrÊ�Å�Î È?ÇrÅ�Æ«È;Ô?Û ë�Æ«Ê�É�Å|Ú¦Å�Î?Ë�Ã;Ö;Ö�ËOÊÄZÈ?Ñ³Ð�Çgí¦ËOÊ©î'ÇrÃ;È?Ñ;ÉÇrÈ
j
ÎCÄ|Õ4Ë

È?ÇrÅFî'ËËOÈÝÉ�Ö�ËÒOÆ�ÙCËÑ é Å�Î?ËOØ�ÄZÊ�Ë�Ñ;ËÑ7Ã?ÒËÑ×ÄZÃ;Å�ÇrÏ#ÄZÅ�Æ�Ò|ÄZÐ«Ð«Ø4Ú�ÌÍÊ�ÇrÏ Å�Î?Ë�É�ËOÏ#ÄZÅ�Æ�ÒmÑ;ÇrÏ#ÄZÆ«È?É�ÇZÌ¥Å�Î?Ë�Ê�ËÑ7Ã?ÒË�î�Ç)Ñ7Ø
ÄrÉmËXì)Ö;Ð�ÄZÆ«È?ËÑñÐ�ÄZÅ�ËOÊ|Û ö ËÒÇrÈ?Ñ8Ú�u]vSwyx7z Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É�ÄZÊ�ËÏ�ÇrÊ�Ë#Ô4ËOÈ?ËOÊ�ÄZÐ�Å�ÎCÄZÈüÒÇrÈRÕ4ËOÈRÅ�Æ�ÇrÈCÄZÐ�Ï#ÄZÅ�Î?ËOÏ#ÄZÅ�Æ�Ò|ÄZÐ
È?ÇrÅ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈôî�ËÒ|ÄZÃ?É�Ë\Å�Î?Ë\Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ Æ�É�È?ÇrÅ�Ê�ËÉ�Å�Ê�Æ�ÒOÅ�ËÑ Å�ÇêÒ|ÄZÈ?ÇrÈ;Æ�Ò�Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É|Ú¦ÌÍÇrÊ�ËXì?ÄZÏ�Ö;Ð�Ë�Æ«Å
ÒÇrÃ;Ð�Ñ�ÎCÄ|Õ4Ë�î'ËËOÈ é ¾D¿)Àôá�å¨¾Sá�ÀyðRÛ

�����	��
������������������� �"!�#$�&%����'�(���)
&�
ù�ÄZî;Ð�Ë U ÌÍÇrÊ�Ï#ÄZÐ«Ð«Ø Ñ;ËÉ�ÒOÊ�Æ«î�ËÉ\Å�Î?Ë×É�Ø%È%Å�Ä�ìúÄZÈ?ÑúÉ�ËOÏ#ÄZÈRÅ�Æ�ÒÉ�ÇZÌ�ËXì)Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ?É|Û u]vSwyx7z±Æ�ÉªÄüÑ?ÄZÅ�Ä�ð�ÖCÄZÊ�ÄZÐ«Ð�ËOÐ
Ð�ÄZÈ;ÔyÃCÄZÔ4ËyÚjÄZÈ?ÑÝÎ?ËOÈ?ÒË�ËXì)Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ?É�Ñ;ËOÈ?ÇrÅ�Ë�ÒÇrÐ«Ð�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É�ÇZÌNÕyÄZÐ«Ã?ËÉ|Û�u_vRwyx7z É�ËOÏ#ÄZÈRÅ�Æ�ÒÉrµ�{ · ÒÇrÈ?É�Æ�É�Å�ÇZÌNÅ�íNÇ

{



*,+�- .0/�1 �1� -2'.4353768/:9 ;<+)9:= ��� > /�? � 6@9
ZNÇrÈ?É�Å�ÄZÈRÅFÁjì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ

Expr := Const Z0

¬�ÄZÊ�Æ�ÄZî;Ð�ËÉ
Expr := Var A ÇrÏ A ËÒOÐ (V )

B�ÇrÆ«È%Å�í§Æ�É�Ë g Ö�ËOÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ
Expr := Expr1opExpr2 | op(Expr1 . . . Exprn)

n
⋂

i=1

A ÇrÏ (Expri)

Z�ÄrÉ�Ë
case Expr1; Expr2; . . . Exprn esac

n
⊎

i=1

A ÇrÏ (Expri)

� ËÉ�Å�Ê�Æ�ÒOÅ�Æ�ÇrÈ
Domain : Expr D ∩ A ÇrÏ (Expr)

A ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ?ÒË Expr.f
VaÉ#Æ�É�Ä�Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈ?ÒË9X

f−1( A ÇrÏ (Expr))� ËÑ7Ã?ÒË
reduce(⊕, f, Expr)

VaÉ�Æ�É�ÄZÈ¬Ä�÷�È?ËxÌ¨Ã;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈNX
f( A ÇrÏ (Expr))

ù�ÄZî;Ð�Ë U é ZNÇrÏ�Ö�ÇyÉ�Æ«Å�Æ�ÇrÈCÄZÐ�Ê�Ã;Ð�ËÉTÉ�Ö�ËÒOÆ�Ì¨Ø)Æ«È;Ô�Å�Î?Ë A ÇrÏ#ÄZÆ«È?É�ÇZÌ�u_vRwyx7zñÁjì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ?É

ÖCÄZÊ�Å�É é ÄÉ�ËOÏ#ÄZÈRÅ�Æ�ÒmÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ×ÄZÈ?Ñ×Ä©Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È1Û2ù�Î?Ë�É�ËOÏ#ÄZÈ%Å�Æ�ÒmÌ¨Ã;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈÝÆ�ÉxÑ;ËXÙ?È?ËÑÝÃ?É�Æ«È;Ô�ÒOÐ�ÄrÉ�É�Æ�ÒmÏ�ËOÅ�Î?Ç)Ñ;É
ÄZÈ?Ñ©Æ�ÉNÌ¡ÄZÆ«Ê�Ð«Ø©ÇrîRÕ)Æ�ÇrÃ?É|Ú7Å�Î?ËxÇrÈ;Ð«ØÉ�Ã;î;Å�Ð�ËFÖ�ÇrÆ«ÈRÅ§î�ËOÆ«È;Ô�Ñ;ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ?ÒËÉ�ÄZÈ?Ñ©Ê�ËÑ7Ã?ÒË�ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ?É|Ú;ÄrÉ§ËXì7Ö;Ð�ÄZÆ«È?ËÑ
î�ËOÐ�Ç|í�Û

YFÇ|íNËOÕ4ËOÊ|Ú]Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È?É2ÄZÊ�Ë�Ä©Ã;È;Æ�Â%Ã?Ë�ÄrÉ�Ö'ËÒOÅ�ÇZÌCu_vRwyx7z�ÛDCFEZßXÞ l VÍÉ�Ã;îNXFËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈÝÆ«ÈøÄÖ;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏÓÎCÄrÉ�Ä
Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È1Ú'í§Î;Æ�Ò�Î×Ò|ÄZÈÝî'Ë�Ñ;ËOÅ�ËOÊ�Ï�Æ«È?ËÑ�Ì¨Ê�ÇrÏ Å�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È?É�ÇZÌ¥Æ«Å�ÉxÉ�Ã;î�ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ?É�Ã?É�Æ«È;ÔÅ�Î?ËmÒÇrÏ�Ö�ÇyÉ�Æ«Å�Æ�ÇrÈCÄZÐ
Ê�Ã;Ð�ËÉ¥ÔyÆ«Õ4ËOÈ#Æ«È#ù�ÄZî;Ð�Ë U Û A Ã?Ë§Å�Ç�Å�Î?ËTÏ#ÄZÅ�Î?ËOÏ#ÄZÅ�Æ�Ò|ÄZÐ'ÒOÐ�ÇyÉ�Ã;Ê�ËTÖ;Ê�ÇrÖ'ËOÊ�Å�Æ�ËÉ¦ÇZÌ'Ö�ÇrÐ«Ø%Î?ËÑ7Ê�Ä2ÄZÈ?Ñ#Ä�÷�È?Ë�ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?Éµ�{ · u_vRw�x7z.Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È?ÉxÄZÊ�Ë�Ù?È;Æ«Å�Ë2Ã;È;Æ�ÇrÈ�ÇZÌ�Æ«ÈRÅ�ËOÔyÊ�ÄZÐ�Ö�ÇrÐ«Ø%Î?ËÑ7Ê�Ä7Ú'ÄZÈ?ÑªÏ#ÄØ�î�Ë�ÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�ËÑÝÄZÃ;Å�ÇrÏ#ÄZÅ�Æ�Ò|ÄZÐ«Ð«ØªîRØ
ÄmÐ«Æ«î;Ê�ÄZÊ�Ø©ÌÍÇrÊ§Ï#ÄZÈ;Æ«Ö;Ã;Ð�ÄZÅ�Æ«È;Ô©Ö�ÇrÐ«Ø%Î?ËÑ7Ê�Ä¹µ�� · Û

> .4-&.G9H.I9 ¥ .J. � -�27.G353K6L/�93 � ë�Æ«Ê�É�Å|Ú4È?ÇrÅ�Ë�Å�ÎCÄZÅ�Å�Î?Ë�Ñ;ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ?ÒË
(z → f(z))

Ú4î%Ø�Æ«Å�É�ËOÐ�Ì�Ú%É�Æ«Ï�Ö;Ð«Ø�Ñ;ËOÈ?ÇrÅ�ËÉ
Å�Î?Ë�Ä�÷�È?ËFÌ¨Ã;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Ú

f
Ûjù�Î?ËxÑ;ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ?ÒË�ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ

E.(z → f(z))
Ñ;ËOÈ?ÇrÅ�ËÉTÄZÈªËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ©í§Î?ÇyÉ�ËxÕyÄZÐ«Ã?Ë

ÄZÅ
z
Æ�É�Å�Î?ËFÕrÄZÐ«Ã?Ë�ÇZÌ

E
ÄZÅ

f(z)
Û&b�Å�É§Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�Ï�Ã?É�Å§Å�Î?ËOÊ�ËXÌÍÇrÊ�Ëxî�ËFÅ�Î?Ë�É�ËOÅ§ÇZÌ�Ö�ÇrÆ«ÈRÅ�É�í§Î;Æ�Ò�Î�ÄZÊ�ËxÏ#ÄZÖ;Ö'ËÑ\î%Ø

f
Å�Ç�É�ÇrÏ�ËxÖ�ÇrÆ«ÈRÅTÆ«ÈªÅ�Î?Ë2Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�ÇZÌ

E
Û¥ù�Î;Æ�É§Æ�É§È?ÇrÅ�Î;Æ«È;Ô#î;Ã;ÅTÅ�Î?Ë�Ö;Ê�ËOÆ«Ï#ÄZÔ4Ë2ÇZÌ A ÇrÏ (E)

îRØ
f
Û

M .4HON ¥ =K6L/:9)3 �
reduce(⊕, (z → f(z)), E)

Ñ;ËOÈ?ÇrÅ�ËÉ�ÄZÈ×ËXì)Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ�í§Î?ÇyÉ�Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«ÈÝÆ�ÉFÅ�Î?Ë å � �5P ß�ÇZÌ¥Å�Î?Ë
Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�ÇZÌ

E
îRØ

f
Û�b�Å�É§ÕyÄZÐ«Ã?Ë�ÄZÅ�ÄZÈ%Ø©Ö�ÇrÆ«ÈRÅ|Ú

z
Ú;Æ«È�Å�Î;Æ�É�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�Æ�ÉTÇrî;Å�ÄZÆ«È?ËÑ�î%Ø\Å�Ä�c%Æ«È;ÔÄZÐ«Ð�Ö'ÇrÆ«È%Å�ÉTÆ«ÈªÅ�Î?Ë

Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�ÇZÌ
E
í§Î;Æ�Ò�Î¬ÄZÊ�Ë�Ï#ÄZÖ;Ö'ËÑ\Å�Ç

z
îRØ

f
Ú;ÄZÈ?ÑªÄZÖ;Ö;Ð«Ø%Æ«È;Ô#Å�Î?Ë2ÄrÉ�É�Ç)ÒOÆ�ÄZÅ�Æ«Õ4Ë�ÄZÈ?Ñ�ÒÇrÏ�Ï2Ã;Å�ÄZÅ�Æ«Õ4ËmÇrÖ'ËOÊ�ÄZÅ�ÇrÊ

⊕
Å�Ç�Å�Î?ËTÕyÄZÐ«Ã?ËÉ�ÇZÌ

E
ÄZÅ¦Å�Î?ËÉ�Ë�Ö'ÇrÆ«È%Å�É|Û=nêË�È?ÇrÅ�Ë�Å�ÎCÄZÅNÅ�Î?Ë�Æ«Ï#ÄZÔ4ËFÇZÌ�Ä�Ö�ÇrÐ«Ø)Î?ËÑ7Ê�ÇrÈî%ØÄZÈ\ÄZÊ�î;Æ«Å�Ê�ÄZÊ�Ø©Ä�÷�È?Ë

ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈÆ�É¦È?ÇrÅ¦Æ«ÈÔ4ËOÈ?ËOÊ�ÄZÐ�Ú;Ä�Ö�ÇrÐ«Ø%Î?ËÑ7Ê�ÇrÈ1Û�^ É�Ø)ÈRÅ�ÄrÒOÅ�Æ�Ò�ÄZÈCÄZÐ«Ø7É�Æ�É|Ú%É�Æ«Ï�Æ«Ð�ÄZÊ¦Å�Ç�Å�Ø)Ö�Ë�Ò�Î?ËÒAc%Æ«È;Ô�Ï#Ä|Ø�î'Ë�Ã?É�ËÑ
Å�Ç�ËOÈ?É�Ã;Ê�Ë�Å�ÎCÄZÅmÅ�Î?Ë#ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ?É�ÄZÈ?ÑêÅ�Î?Ë#Ì¨Ã;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?ÉmÉ�Ö�ËÒOÆ�ÙCËÑêÆ«ÈñÄªÊ�ËÑ7Ã?ÒË©ÄZÊ�ËÕyÄZÐ«Æ�Ñ8Û®nêË�í§Æ«Ð«Ð§ÄrÉ�É�Ã;Ï�Ë
Å�ÎCÄZÅ�ÄZÐ«Ð;u_vRwyxBz.ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ?É§Å�ÎCÄZÅ�í¦Ë�ËOÈ?ÒÇrÃ;È?Ñ;ËOÊ�ÖCÄrÉ�É§Å�Î;Æ�É§Å�ËÉ�Å|Û

Q R »�¼����j»CºYÀA�&��¼TS R ¼.�VUK³]��½2»7�.�XW±¼��ê�TÀ�¹]�

^ �7æ$k<l�m ß�àrÞ ærç Ú
P
Æ�É�Ñ;ËXÙ?È?ËÑ�ÄrÉ�Å�Î?Ë¦É�ËOÅ�ÇZÌ?Ö�ÇrÆ«ÈRÅ�É�Æ«È

Rn Å�ÎCÄZÅ�É�ÄZÅ�Æ�É�Ì¨Ø�ÄTÙ?È;Æ«Å�Ë�È%Ã;Ï2î�ËOÊjÇZÌ?Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊ�Æ«È?ËÂ%ÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�ËÉ|Û
b�È#Å�Î?ËTÖ�ÇrÐ«Ø)Î?ËÑ7Ê�ÄZÐYÏ�Ç)Ñ;ËOÐ�Ú)Ä �7æ$k<l�m ß�àrÞ �$k à æ � �rå¨ç Æ�É¥Å�Î?ËFÉ�ËOÅ¦ÇZÌ8Æ«ÈRÅ�ËOÔ4ËOÊ�Ö�ÇrÆ«ÈRÅ�É¦Æ«È©Ä�Ö'ÇrÐ«Ø)Î?ËÑ7Ê�ÇrÈ é

D = {z ∈
Zn|Qz ≥ q,Q′z = q′}

Ú1í§Î?ËOÊ�Ë
Q
Æ�É2ÄZÈêÆ«È%Å�ËOÔ4ËOÊ

m × n
Ï#ÄZÅ�Ê�Æ�ì8Ú

Q′
Æ�É�ÄZÈêÆ«ÈRÅ�ËOÔ4ËOÊ

m′ × n
Ï#ÄZÅ�Ê�Æ�ì�Ú

q
Æ�É

ÄZÈ
m
ð�Õ4ËÒOÅ�ÇrÊ#ÄZÈ?Ñ

q′
Æ�É�ÄZÈ

m′
ð�Õ4ËÒOÅ�ÇrÊ|Ûÿb�ÅmÆ�É�íNËOÐ«Ð¢c%È?Çgí§ÈñÅ�ÎCÄZÅ�Ö�ÇrÐ«Ø%Î?ËÑ7Ê�Ä�ÎCÄ|Õ4Ë\Ä¬Ñ7ÃCÄZÐ�Ê�ËOÖ;Ê�ËÉ�ËOÈ%Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ

Æ«È×Å�ËOÊ�Ï�É�ÇZÌ§ËOÆ«Å�Î?ËOÊ2ÄÙ?È;Æ«Å�Ë�É�ËOÅ�ÇZÌ�ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É�ÇrÊ2ÄÙ?È;Æ«Å�Ë�É�ËOÅ�ÇZÌ¦Ô4ËOÈ?ËOÊ�ÄZÅ�ÇrÊ�É�V¨Õ4ËOÊ�Å�Æ�ÒËÉ|Ú1Ê�Ä|Ø)É�ÄZÈ?ÑÝÐ«Æ«È?ËÉ!XXÛ
ù�Î?ËTÐ«Æ«È?Ë|ÄZÐ«Æ«Å�Ø#É�ÖCÄrÒË�ÇZÌ1Ä�Ö'ÇrÐ«Ø)Î?ËÑ7Ê�ÄZÐYÑ;ÇrÏ#ÄZÆ«È©Æ�É�Ñ;ËXÙ?È?ËÑ\ÄrÉ¥Å�Î?Ë�Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈCÄZÐ«Ð«Ø�Ð�ÄZÊ�Ô4ËÉ�Å¦Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊ¦É�ÖCÄrÒËFÄZÐ�ÇrÈ;Ô
í§Î;Æ�Ò�Î�Å�Î?ËxÖ'ÇrÐ«Ø)Î?ËÑ7Ê�ÇrÈ�ËXì7Å�ËOÈ?Ñ;ÉTÆ«È?Ñ;ËXÙ?È;Æ«Å�ËOÐ«Ø¸V¨Æ�Û¶ËyÛ«Ú;Å�Î?Ë�É�ÖCÄrÒË�É�ÖCÄZÈ;È?ËÑ�î%ØÆ«Å�É§Ð«Æ«È?ËÉ8XXÛ

}



Y Z�[ !�\T�]�I���_^)�a`b���c�]
d�(���)
d���<
degfJ�)�c������# �_�Kh
ù�Î?Ë�È%Ã;Ï2î�ËOÊ�ÇZÌTÑ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?ÉmÇZÌ�Ä\Ö'ÇrÐ«Ø)Î?ËÑ7Ê�ÄZÐ¦Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È.Æ�É�Å�Î?Ë�È%Ã;Ï2î�ËOÊmÇZÌ�Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊ�Ð«Ø×Æ«È?Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈRÅmÕ4ËÒOÅ�ÇrÊ�É
ÄZÐ�ÇrÈ;Ô#í§Î;Æ�Ò�Î�íNË2Ò|ÄZÈ�Ï�ÇgÕ4Ë�ÌÍÊ�ÇrÏ É�ÇrÏ�Ë�Æ«Å�ËOÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ¬Ö�ÇrÆ«ÈRÅ�Æ«È�Å�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«ÈÝÄZÈ?ÑªÊ�ËOÏ#ÄZÆ«È�í§Æ«Å�Î;Æ«È�Å�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È1Û
b�ÅTÆ�É�ËÂ%ÃCÄZÐ]Å�Ç#Å�Î?Ë�ÈRÃ;Ï�î'ËOÊxÇZÌ¥Æ«È?Ñ7Æ�ÒËÉ�Æ«È�Å�Î?Ë2Ñ;ËÒOÐ�ÄZÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈÝÇZÌ�Å�Î?Ë2Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È¬Ï�Æ«ÈRÃ?ÉFÅ�Î?Ë�È%Ã;Ï2î�ËOÊFÇZÌ�Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊ�Ð«Ø
Æ«È?Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈRÅ�ËÂ%ÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�ËÉTÆ«È�Æ«Å�ÉTÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�Ê�ËOÖ;Ê�ËÉ�ËOÈRÅ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Û

ù�Î?Ë¬ÈRÃ;Ï�î'ËOÊ�ÇZÌ\ßLi�ß�â äÍå EZß.Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?ÉªÇZÌ�ÄøÖ�ÇrÐ«Ø)Î?ËÑ7Ê�ÄZÐ�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«ÈóÆ�É\Å�Î?Ë¬È%Ã;Ï2î�ËOÊªÇZÌ�Æ«È?Ñ7Æ�ÒËÉ\Æ«È Æ«Å�É
Ñ;ËÒOÐ�ÄZÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈøÏ�Æ«È%Ã?É�Å�Î?Ë�È%Ã;Ï2î�ËOÊ�ÇZÌ�Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊ�Ð«ØÝÆ«È?Ñ;ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ%Å�ßLi�ß�â äÍå Erß\ËÂRÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�ËÉgÛ�ÁO�8ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë#ËÂ%ÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�ËÉ2ÄZÊ�Ë
ÖCÄZÆ«Ê�ÉTÇZÌ�ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�ÉFÇZÌjÅ�Î?ËxÌÍÇrÊ�Ï

α1 ≤ aT z ≤ α2

V U X
í§Î?ËOÊ�Ë

α1

ÄZÈ?Ñ
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Æ�É�É�ÇrÏ�Ë�Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈ?ÒË
ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û¦ù�Î;Æ�É�Æ«È7ÌÍÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�ÇrÈ�Ï#ÄØ�î�Ë�ÄZÃ;Å�ÇrÏ#ÄZÅ�Æ�Ò|ÄZÐ«Ð«Ø�Ñ;ËOÊ�Æ«Õ4ËÑªÅ�Î;Ê�ÇrÃ;ÔyÎÝÄ�ÕrÄZÊ�Æ�ËOÅ�Ø�ÇZÌ¥ÄZÈCÄZÐ«Ø7É�ËÉ|Ú?Ê�ÄZÈ;ÔyÆ«È;Ô#Æ«È
ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø�Ì¨Ê�ÇrÏ ÄFÉ�Æ«Ï�Ö;Ð�Ë�Å�Ê�Ä|Õ4ËOÊ�É�ÄZÐ?ÇZÌCÅ�Î?Ë�ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ�Å�Ê�ËË�ÇZÌ

E
ÚrÅ�ÇxÄ�É�ÇrÖ;Î;Æ�É�Å�Æ�Ò|ÄZÅ�ËÑmÖ;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏ±ÄZÈCÄZÐ«Ø)É�Æ�ÉjÇZÌ

Å�Î?Ë�ËOÈ%Å�Æ«Ê�ËKu]vSwyx7zÝÉ�Ø7É�Å�ËOÏªÛHb�ÈÇrÃ;ÊNÉ�Æ«Ï�Ö;Ð«Æ�ÙCÒ|ÄZÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ8Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É|Ú)í¦Ë�í¦ÇrÊ)c#ÇrÈ©ÇrÈ;Ð«Ø�Å�Î?Ë�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;ÔmÊ�ËOÈ?Ñ;ËOÊ�ËÑ
ËXì7Ö;Ð«Æ�ÒOÆ«Å§îRØ

fd

Û ö Æ«È?ÒË
E = e.fd

Ú7Å�Î?Ë�É�ËOÏ#ÄZÈRÅ�Æ�ÒÉ�ÇZÌjÄ�Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈ?ÒË�ËXì)Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ�Æ«Ï�Ö;Ð«Ø#Å�ÎCÄZÅ|Ú7Ì¡ÇrÊTÄZÈRØ©Ö'ÇrÆ«È%Å|Ú
z
Æ«ÈªÅ�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È

DE

ÇZÌ
E
Ú
E[z] = e[fd(z)]

Û
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ù�Î?ËmÈRÃ;Ð«Ð�É�ÖCÄrÒË
N (fd)

ÚYí§Î;Æ�Ò�Î×í¦Ë�Ò|ÄZÐ«ÐjÅ�Î?Ë#Þ�ßXá è ß è áy� è���� â�ßOÚ � É�ÖCÄrÒËmÑ;ËXÙ?È?ËÉxÅ�Î;Æ�ÉFÉ�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô©í§Æ«Å�Î;Æ«È
E
Û

ù�Î;Æ�É�Æ�É�î�ËÒ|ÄZÃ?É�ËyÚ1ÌÍÇrÊ2ÄZÈ%Ø
ρ ∈

� É�ÖCÄrÒËyÚ]ÄZÈ?ÑøÄZÈRØÝÖCÄZÆ«Ê�ÇZÌ�Ö'ÇrÆ«È%Å�É
z, z′ ∈ DE

É�Ã?Ò�ÎêÅ�ÎCÄZÅ
z′ = z + ρ

Ú8Å�Î?Ë
É�ËOÏ#ÄZÈ%Å�Æ�ÒÉTÆ«Ï�Ö;Ð«Ø\Å�ÎCÄZÅ

E[z + ρ] = e[fd(z + ρ)] = e[fd(z) + fd(ρ)] = e[fd(z)] = E[z]
Û

ë?ÇrÊ2Å�Î?Ë�É�Ä�c4Ë�ÇZÌ�É�Æ«Ï�Ö;Ð«Æ�ÒOÆ«Å�ØtV¡ÄZÈ?ÑÝí§Æ«Å�Î?ÇrÃ;Å2Ð�ÇyÉ�É�ÇZÌ�Ô4ËOÈ?ËOÊ�ÄZÐ«Æ«Å�ØyXFíNË�í§Æ«Ð«Ð¦ÄrÉ�É�Ã;Ï�Ë�Å�ÎCÄZÅ
E
Æ�É�ËXì)Ö;Ê�ËÉ�É�ËÑ

Æ«ÈóÅ�Î?Ë�îCÄrÉ�Æ�É
r1, r2, . . . rk, x1, x2, . . . xl

Ú§í§Î?ËOÊ�Ë
r1

Ú�ÛÛÛ
rk

É�ÖCÄZÈ � É�ÖCÄrÒËyÛ ù�Î?Ë��,E �rå�kh� � k ßX�TßOá è ßÝÇZÌmÄZÈ
ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ�Æ�É�Å�Î?Ë§É�Ã;î?É�ÖCÄrÒË�ÇZÌ � É�ÖCÄrÒËNÉ�Ã?Ò�Î�Å�ÎCÄZÅ¥ËXì)Ö;Ð�ÇrÆ«Å�Æ«È;Ô�Ê�ËOÃ?É�Ë¦Æ«È�Å�ÎCÄZÅ�É�Ã;î?É�ÖCÄrÒË§ÄrÒ�Î;Æ�ËOÕ4ËÉ�Ä�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ
ÇZÌjÅ�Î?Ë�Ëj��ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë2Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?É�ÇZÌjÅ�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�ÇZÌjÅ�Î?Ë�ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ1Û

�OZ8t !�#$�d����_����
&�"�����$� �<%��]e��J�<�x� �]�
ë?ÇrÊNÅ�Î?Ë�ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ

E
Ú)É�ÎCÄZÊ�Æ«È;ÔmÒ|ÄZÈ©î�Ë�ËXì7Ö;Ð�ÇrÆ«Å�ËÑ©ÄZÐ�ÇrÈ;Ô

rE =
∑

ciri, r ∈ AR(DE)
Û�ù�ÎRÃ?ÉNí¦Ë�Ï#ÄØ#Ê�ËOÃ?É�Ë

Å�Î?Ë�ÕyÄZÐ«Ã?Ë
E[zE − rE]

Ì¡ÇrÊ
E[z]

í§Î?ËOÈ
zE − rE ∈ DE

Û�b�Ì�í¦ËÉ�Î;Æ�ÌÍÅ
E
ÄZÐ�ÇrÈ;Ô

rE

Ú�í¦Ë�Ô4ËOÅ�Ö;Ê�ËÒOÆ�É�ËOÐ«ØÝÅ�Î?Ë
ÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?ÉTÇZÌ

E
Å�ÎCÄZÅ§Ò|ÄZÈî�ËTÊ�ËOÃ?É�ËÑ8Û¥ù�Î?ËÉ�ËFÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É�î'ËOÐ�ÇrÈ;Ô�Å�Ç�Å�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�ÇZÌ1Å�Î?ËxËXì)Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ

E.(zE → zE−rE)
Ñ;ËOÈ?ÇrÅ�ËÑ�îRØ

D′

E

ÛH^�É]í¦Ë¦Ï�Ç|Õ4ËNÄZÐ�ÇrÈ;Ô
rE

Ú�í¦Ë¦É�Å�Æ«Ð«ÐRÈ?ËËÑ2Å�ÇTÖ�ËOÊ�ÌÍÇrÊ�Ï Å�Î?ÇyÉ�Ë�ÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É
í§Î;Æ�Ò�ÎÝÎCÄrÉFÈ?ÇrÅFî'ËËOÈ¬Ö;Ê�ËOÕ%Æ�ÇrÃ?É�Ð«Ø�ËOÕrÄZÐ«ÃCÄZÅ�ËÑ8Ûxù�Î?ËÉ�Ë�î�ËOÐ�ÇrÈ;ÔÅ�ÇÅ�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È

DE − D′

E

Ñ;ËOÈ?ÇrÅ�ËÑ¬î%Ø
DE1

Û
^FÉTÒ|ÄZÈ�î'Ë�É�ËËOÈ�Ì¨Ê�ÇrÏ Å�Î?ËÇrÊ�ËOÏ ¡ Ú

DE1

Æ�É�ÄmÃ;È;Æ�ÇrÈ�ÇZÌjÖ�ÇrÐ«Ø%Î?ËÑ7Ê�Ä7Ú?Ë|ÄrÒ�Î�í§Î;Æ�Ò�ÎªÆ�É�Ä�Ì�ÄrÒËOÅ�ÇZÌ
DE

Û
nóÎ?ËOÈÅ�Î?ËOÊ�ËFÆ�É�Ä�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈªÇZÌ1Å�Î?ËFËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ

E
ÄrÉ¦É�Ö�ËÒOÆ�ÙCËÑîRØ¶V ¡ XXÚ)Å�Î?ËFÊ�ËÉ�Ã;Ð«Å

X
Æ�É¦Ñ;ËXÙ?È?ËÑ\ÇrÈ©Å�Î?Ë

Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È
DX = fp(DE)

Ûjù�Î?ËTÕyÄZÐ«Ã?Ë�ÇZÌ
X
ÄZÅNÄZÈ#Æ«Å�ËOÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ©Ö�ÇrÆ«ÈRÅ|Ú

zX

ÚRÆ�É�Å�Î?Ë�ÒÇrÏ2î;Æ«ÈCÄZÅ�Æ�ÇrÈÿV¨îRØ
⊕
X�ÇZÌ1Å�Î?ÇyÉ�Ë

ÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É2ÇZÌ
E
Ú8Å�Î?ËmÆ«È?Ñ7Æ�ÒËÉ�ÇZÌ�í§Î;Æ�Ò�ÎêÏ#ÄZÖÝÅ�Ç

zX

î%Ø�Å�Î?Ë�Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈÝÌ¨Ã;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ
fp

ÛKnóÎ?ËOÈÝÅ�Î?ËOÊ�Ë�Æ�É
É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�ÇZÌCÕyÄZÐ«Ã?ËÉjÆ«È

E
ÚRÄFÉ�Ã;î?É�ËOÅ�ÇZÌCÅ�Î?Ë�ÕyÄZÐ«Ã?ËÉ�Å�ÎCÄZÅ�ÄrÉ�É�Æ«ÔyÈ�Å�ÇFÅ�Î?ËNÊ�ËÉ�Ã;Ð«Å�ÄZÅ

zX

Ï#Ä|Ø�ÎCÄ|Õ4Ë�î'ËËOÈ�ÒÇrÏ�î;Æ«È?ËÑ
Å�Î;Ê�ÇrÃ;ÔyÎ#Å�Î?ËTÊ�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ#Å�Ç2ÄrÉ�É�Æ«ÔyÈ�Å�Î?Ë§Ê�ËÉ�Ã;Ð«Å¦ÄZÅ¦ÄZÈ?ÇrÅ�Î?ËOÊ¦Æ«Å�ËOÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ#Ö�ÇrÆ«ÈRÅ|Ú%É�ÄØ4Ú

zX −rX

Û�ù�Î?Ë�ÕrÄZÐ«Ã?Ë
X[zX ]Æ�É�Å�Î?ËOÈ�Ï�ËOÊ�ËOÐ«Ø©Å�Î?Ë�ÒÇrÏ2î;Æ«ÈCÄZÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ�Æ«Å�É¦ý�Ð�ËXÌ¨Å�ð�ÇgÕ4ËOÊ�þ�ÕrÄZÐ«Ã?ËÉ�í§Æ«Å�Î

X[zX − rX ]
Û¥ù�Î?ËÉ�ËFÐ�ËXÌ¨Å�ð�ÇgÕ4ËOÊTÕyÄZÐ«Ã?ËÉTÄZÊ�Ë

Å�Î?ÇyÉ�Ë�í§Î;Æ�Ò�Î.î�ËOÐ�ÇrÈ;ÔªÅ�Ç
DE1

ÄZÈ?ÑêÏ#ÄZÖêÅ�Ç
zX

îRØ
fp

Û�b�Å�Ò|ÄZÈ.î'Ë�É�ËËOÈêÅ�ÎCÄZÅ�í§Î?ËOÈ
rX

Ú]Å�Î?Ë#Ñ7Æ«Ê�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ.ÇZÌ
Ö;Ê�ÇrÖCÄZÔRÄZÅ�Æ�ÇrÈüÇZÌNÖCÄZÊ�Å�Æ�ÄZÐNËOÕrÄZÐ«ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É2Æ«È

X
Ú�Æ�É2Ä�ÒÇrÈ?É�ËÂ%Ã?ËOÈ?ÒË#ÇZÌ�Å�Î?Ë�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�ÇZÌ§ÕyÄZÐ«Ã?ËÉ�ÇZÌ

E
ÄZÐ�ÇrÈ;Ô

rE

Ú
Å�Î?ËOÈ

rX = fp(rE)
ÇrÊ�Ä�Ï�Ã;Ð«Å�Æ«Ö;Ð�Ë2ÇZÌjÆ«Å|Û�oFÇrÅ�ËxÅ�ÎCÄZÅ�Ä�Ñ;ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ?ÒË2Æ�É§Æ«ÈRÅ�Ê�Ç)Ñ7Ã?ÒËÑªí§Æ«Å�Î;Æ«È�Å�Î?Ë�ÕrÄZÐ«Ã?ËÉ�ÇZÌ

XÄZÐ�ÇrÈ;Ô
rX

Û2ë?ÇrÊ�Å�Î;Æ�É�Ê�Ë|ÄrÉ�ÇrÈ1Ú8í¦Ë�Ò|ÄZÈ;È?ÇrÅ�Ò�Î?Ç%ÇyÉ�Ë
rE ∈ N (fp)

Ú1É�Æ«È?ÒË�Å�Î?ËOÈ
rX = 0

ÄZÈ?ÑÝÅ�Î?Ë�Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈ?ÒË
í§Æ«Å�Î;Æ«È

X
íNÇrÃ;Ð�Ñî�Ë�ÒOØ7ÒOÐ«Æ�ÒyÛ�ù�Î?ËTÊ�ËÒOÃ;Ê�Ê�ËOÈ?ÒË�ÄZÊ�Æ�É�Æ«È;Ô�ÌÍÊ�ÇrÏ Ä�Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈ?ÒËxÄZÐ�ÇrÈ;Ô

rE

Æ�É¦Æ«È;Æ«Å�Æ�ÄZÐ«Æ«ò|ËÑ©ÄZÅNÅ�Î?ÇyÉ�Ë
ÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?ÉTí§Î;Æ�Ò�ÎªÑ;ÇmÈ?ÇrÅ�Çrî;Å�ÄZÆ«È�ÄZÈ%ØÖCÄZÊ�Å�Æ�ÄZÐ1ËOÕyÄZÐ«ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ\ÌÍÊ�ÇrÏ ÄZÈ?ÇrÅ�Î?ËOÊ|Û�ù�Î;Æ�É�î'ËOÐ�ÇrÈ;Ô�Å�ÇmÅ�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È
DXB = fp(DE)− fp(D

′

E)
Û�ù�Î?Ë�ÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É§ÇZÌ

X
Å�ÎCÄZÅ¦È?ËËÑ\Ä�Ê�ËÉ�Æ�Ñ7ÃCÄZÐYÊ�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈªÇZÌ1Ð�ËXÌÍÅ�ð�Ç|Õ4ËOÊ�ÕyÄZÐ«Ã?ËÉ

ÇZÌ
E
Ð«Æ�Ë�Æ«ÈªÅ�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È

DX1
= fp(DE1

)nêË�í§Æ«Ð«Ð]È?Ç|í ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É§Ï#ÄZÅ�Î?ËOÏ#ÄZÅ�Æ�Ò|ÄZÐ«Ð«Ø4ÚYÅ�Î?ËxÊ�ËOÃ?É�Ë�ÇZÌ
E
ÄZÐ�ÇrÈ;Ô

rE

Ú)ÌÍÇrÊ§Å�Î?Ë�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ|V ¡ X

X =
Ò|ÄrÉ�Ë
DXB : X1

DX1
−DXB : X.(z → z − rX) ⊕ X1

DX −DX1
−DXB : X.(z → z − rX)ËÉ�ÄrÒ V
qÜX

X1 =
Ê�ËÑ7Ã?ÒË

(⊕, fp,DE1
: E)

V3sSX

í§Î?ËOÊ�ËxÅ�Î?ËÉ�ËxÆ�ÉTÄmÒ|ÄrÉ�ËxËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ\Ì¡ÇrÊ�Ñ;ËXÙ?È;Æ«Å�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ
X
í§Æ«Å�Î�Ä�î;Ê�ÄZÈ?Ò�Î�Ì¡ÇrÊ�Å�Î?ËxÆ«È;Æ«Å�Æ�ÄZÐ«Æ«ògÄZÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ�ÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�Ä�ð

Å�Æ�ÇrÈ?ÉTÆ«È
X
ÚYÄZÈ?Ñ�Å�í¦Ç�ÌÍÇrÊ�Å�Î?Ë�Ê�ËÒOÃ;Ê�É�Æ�ÇrÈªðNÇrÈ?Ë2ÇZÌ�í§Î;Æ�Ò�Î�Ê�ËÂRÃ;Æ«Ê�ËÉ�Å�Î?Ë2ËOÕyÄZÐ«ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ�Ä è	å � �Nk ßXÞ�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ

V¨îRØ\Å�Î?ËÇrÊ�ËOÏ ¡ Ú?Å�Î?Ë�ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì)Æ«Å�ØªÇZÌ�Å�Î;Æ�É§Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�Æ�É�ÄZÈªÇrÊ�Ñ;ËOÊ�ÇZÌ�Ï#ÄZÔyÈ;Æ«Å�Ã?Ñ;Ë�Ð�ËÉ�ÉTÅ�ÎCÄZÈªÅ�Î?Ë�Ö;Ê�ËOÕ)Æ�ÇrÃ?É!XXÛ
b�È\Ì¡ÄrÒOÅ|ÚCÇrÃ;Ê§Å�Ê�ÄZÈ?É�ÌÍÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�ÇrÈ¬É�Î?ÇrÃ;Ð�Ñ�ÎCÄ|Õ4Ë�î'ËËOÈ

X1 =
Ê�ËÑ7Ã?ÒË

(⊕, (zX , ir → zX), X ′

1)
V
{ÜX

X ′

1 =
Ê�ËÑ7Ã?ÒË

(⊕, (z → fp(z), rE),DE1
: E)

�



Æ«È?É�Å�Ë|ÄrÑÇZÌ&V3sSX�ÔyÆ«Õ4ËOÈÄZî'ÇgÕ4ËyÛ&o�ÇrÅ�ËTÅ�ÎCÄZÅ V
{ÜX�Æ�É�Å�Î?ËTÒÇrÏ2î;Æ«ÈCÄZÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ1Ä�ÒÇrÐ«Ð�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ©ÇZÌ8ÒÇrÈ?É�Å�ÄZÈ%ÅNÉ�Æ«ò|Ë§ÌÍÇrÊ�ËOÕ4ËOÊ�Ø
ÕyÄZÐ«Ã?Ë#ÇZÌTÅ�Î?Ë�Ê�ËÉ�Ã;Ð«Å

X1

Û¹YFÇ|í¦ËOÕ4ËOÊ|ÚjÅ�Î;Æ�É�í¦ÇrÃ;Ð�Ñ.î�Ë�È?ËËÑ;ËÑ.Å�Ç�É�Ä�Ì¡ËOÔRÄZÃ;Ê�Ñ.ÄZÔRÄZÆ«È?É�Å�ÄZÈRØêÆ«È�´?Ã?ËOÈ?ÒË©ÇZÌ§Å�Î?Ë
ÒÇrÈ?É�Å�ÄZÈ%Å�Å�Î;Æ�ÒAc%È?ËÉ�É���ÄZÐ�ÇrÈ;Ô

rE

Û.^�Ð«Ð�ÇrÅ�Î?ËOÊFÖ;Ê�ÇrÖ'ËOÊ�Å�Æ�ËÉFÇZÌ¥Å�Î?Ë2Å�í¦ÇÅ�Ê�ÄZÈ?É�Ì¡ÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É�ÄZÊ�Ë2É�ÎCÄZÊ�ËÑÝÄZÈ?ÑªÅ�Î%Ã?É
Ì¡ÇrÊTÉ�Æ«Ï�Ö;Ð«Æ�ÒOÆ«Å�Ø�ÇZÌjÅ�Î?Ë�ËXì)Ö;Ð�ÄZÈCÄZÅ�Æ�ÇrÈ1ÚCí¦Ë�ÎCÄ|Õ4Ë�Ò�Î?ÇyÉ�ËOÈ©V3sSXXÛ

g Ã;ÊNËÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈCÄZÐ'Å�Ê�ÄZÈ?É�Ì¡ÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�ÇrÈÇZÌ8Å�Î?Ë�ÇrÊ�Æ«ÔyÆ«ÈCÄZÐ'Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈí�ÄrÉ¥Ã;È?Ñ;ËOÊNÅ�Î?Ë�ÄrÉ�É�Ã;Ï�Ö;Å�Æ�ÇrÈ©Å�ÎCÄZÅ¦Ä2É�Ã;î?É�ËOÅ
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D′

E

Ûjù�Î?ËÉ�Ë§ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É¦Æ«È
D′

E

ÒÇrÊ�Ê�ËÉ�Ö�ÇrÈ?Ñ�Å�Ç�ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�É
bT
i zE ≥ βi

Æ«È
DE

Ì¡ÇrÊ
zE = z′E + rE

Û�ù�Î?ËmÄZî'ÇgÕ4Ë�Ö�ÇrÐ«Ø%Î?ËÑ7Ê�ÇrÈ¬Æ�É�ËOÏ�Ö;Å�Ø�í§Î?ËOÈ
bT
i rE ≥ 0

Æ«È�í§Î;Æ�Ò�ÎÝÒ|ÄrÉ�Ë
Æ«ÅTÒ|ÄZÈ;È?ÇrÅ�Ö�ÇyÉ�É�Æ«î;Ð«Ø©ÒÇrÈRÅ�Ê�Æ«î;Ã;Å�Ë�Å�Ç�Ä�Ê�ËÉ�Ã;Ð«ÅTÇZÌjÅ�Î?Ë�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ©V
}ÜXXÛ

ë?ÇrÊ
bT
i rE < 0

ÚRÅ�Î?Ë§ÇrÈ;Ð«Ø�í�ÄØ�ÄFÈ?ËOÔRÄZÅ�Æ�ÇrÈ#Ò|ÄZÈ�î�ËTÄÕ4ÇrÆ�Ñ;ËÑ�Æ�Éjí§Î?ËOÈ�Å�Î?ËOÊ�Ë�Æ�É�È�� Å�ÄxÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ#Æ«È
D′

E−
DE

Å�ÎCÄZÅ�Ï#ÄZÖ?É�Å�Ç©Ä�ÕyÄZÐ«Æ�Ñ�Æ«Å�ËOÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ�Ö�ÇrÆ«ÈRÅFÆ«È
X
Û�ZNÇrÈ?É�Æ�Ñ;ËOÊ�Å�Î?Ë�î�ÇrÃ;È?Ñ?ÄZÊ�Ø

bT
i zE = βi

ÇZÌ�Å�Î?Ë2ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å
bT
i zE ≥ βi

ÌÍÇrÊ
DE

Û g î?É�ËOÊ�Õ4Ë�Å�ÎCÄZÅ|Ú;Æ�ÌjÅ�Î?ËOÊ�Ë�Æ�É�Ä�ÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ�Æ«ÈªÅ�Î;Æ�ÉTî�ÇrÃ;È?Ñ?ÄZÊ�Ø\Å�ÎCÄZÅ�ÒÇrÈRÅ�Ê�Æ«î;Ã;Å�ËÉ�Å�Ç#ÄZÈ
ý�Æ«ÈRÅ�ËOÊ�Æ�ÇrÊ�Ö�ÇrÆ«ÈRÅ�þ���Æ«È

X
Ú)Å�Î?ËOÈÅ�Î?ËOÊ�Ë�Æ�ÉNÅ�Î?Ë�ÒÇrÊ�Ê�ËÉ�Ö�ÇrÈ?Ñ7Æ«È;Ô�ÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈªÇrÈÅ�Î?Ë�ÎRØ)Ö�ËOÊ�Ö;Ð�ÄZÈ?Ë

bT
i z′E = βi =

bT
i (zE − rE)

í§Î;Æ�Ò�Î�íNÇrÃ;Ð�Ñ�ÒÇrÈRÅ�Ê�Æ«î;Ã;Å�Ë2Å�Ç#ÄZÈ�Æ«Å�ËOÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ�Ö�ÇrÆ«ÈRÅ�Æ«È
X
Û

ù�Î;Æ�ÉNÎ?ÇrÐ�Ñ;É¦Æ�Ì�ÄZÐ«ÐYÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É§ÇZÌ]Å�Î?Ë�ÎRØ)Ö'ËOÊ�Ö;Ð�ÄZÈ?Ë
bT
i zE = βi

ÒÇrÈRÅ�Ê�Æ«î;Ã;Å�ËxÅ�Ç2î'ÇrÃ;È?Ñ?ÄZÊ�Ø#Ö'ÇrÆ«È%Å�ÉNÇZÌ
X
Û

ÜÝÄZÅ�Î?ËOÏ#ÄZÅ�Æ�Ò|ÄZÐ«Ð«Ø4Ú?Å�Î;Æ�ÉTÅ�Ê�ÄZÈ?É�Ð�ÄZÅ�ËÉTÅ�Ç

N (fp) ∩ ELS(DE) ⊆ {bT
i zE = 0}

V
�ÜX
� � '!+@�� �����!���&+��)�!�
'!�S#4(*��(*'82��"0K�$�)J»�&�'��4��+
:<'!+��Ë�.�9+���� +�'ò>����
�
����L.'!:y����������E��"�!��+���0 2�>?��"'!���'�+�����'PJ»�&��������7�$2 ����>��

'!:�����&>�'!���a��!�òB�� �">�� �����
�D'A:����Ü��>����J»�&��� 2��!���E�������F
�x� ���� �"�ò���+���'A+)# (*�&���)�!����$�AB�� �&�E���+��A���'8� �4'8���ò

zX

�"�D�
2 >?����$�A
zX + rX ∈ DX

F

U5 



nêËmÑ;ËXÙ?È?Ë
A
Ú?Å�Î?ËmÉ�ËOÅ�ÇZÌ�ÄrÒOÅ�Æ«Õ4ËmÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�ÉxÅ�ÎCÄZÅFÑ;Ç#È?ÇrÅFÉ�ÄZÅ�Æ�É�ÌÍØÿV
�ÜX�ÄrÉ�Å�Î?Ë�ÄrÒOÅ�Æ«Õ4ËmÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É|Û�nêË

Ò|ÄZÈøÉ�Ã;Ï�Ï#ÄZÊ�Æ«ò|Ë�Å�Î?Ë�ÒÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈêÌ¡ÇrÊ�ÒÇrÈRÅ�ÄZÆ«È;Ï�ËOÈ%Å�ÄrÉgÚ'ý�ë?ÇrÊ�ÄZÐ«Ð¦ÄrÒOÅ�Æ«Õ4Ë�î'ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô�ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�ÉmÇZÌ
DE

Ú
bT
i rÉ�Î?ÇrÃ;Ð�Ñ�î�Ë�ÔyÊ�Ë|ÄZÅ�ËOÊ�Å�ÎCÄZÈ#ÇrÊ�ËÂRÃCÄZÐ;Å�Çxò|ËOÊ�Ç�ÌÍÇrÊ¥ÄFÊ�ËOÃ?É�Ë§Ñ7Æ«Ê�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ

r
Ò�Î?ÇyÉ�ËOÈ�ÌÍÊ�ÇrÏ Å�Î?ËTÄÕyÄZÆ«Ð�ÄZî;Ð�Ë§Ê�ËOÃ?É�Ë§É�ÖCÄrÒËXþ�Û

ù�Î;Æ�É§Æ�ÉTËOÏ�î'Ç)Ñ7Æ�ËÑªÆ«È�Å�Î?Ë�ÌÍÇrÐ«Ð�Çgí§Æ«È;Ô#Å�Î?ËÇrÊ�ËOÏ

*lk.4/�27.I? ¤¡m æ ß�ÿ �Nk«æråÍä§èAm�� Þ å¨çGP û æ Þ ä3m ß è	å � �Nkqå `¦â �yäÍåÍæyçñæ û � Þ�ß�àyá7â äÍå¡ærç � le�rçüæ Þ�àRßXÞ æ û � �5PrçCå¨ä á;àRß q å¨çä3m ß � � è ß ç â�ß æ û �rç�å¨ç EZßOÞ è ß æ8� ßXÞ �yä�æ Þ q ä3m ß�ß�ÿ å¢èXä ß ç â�ß æ û �çYærç¬ä Þ å E å
�$k8èæ$k á äÍå¡ærç¬ä�æ

bT
i r ≥ 0,∀i ∈ A, r ∈ AR(DE)

V � X
å¢è � æyä3m�ç ß�â�ß è	è»� Þ l¹�rç à è á i â å ß çCä�s£¢ym�� Þ å¨çGP � �$l ��ß�ß�ÿ �Nk«æråÍä ß�à �$k«ærçGP®�rçyl�ç'ærç¬ä Þ å E åa�4k�èOæ$k á äÍå¡ærç:s
oFÇrÅ�ËªÅ�ÎCÄZÅ|ÚTÄZÐ«Å�Î?ÇrÃ;ÔyÎóÆ«ÈôÇrÃ;Ê#Ö;Ê�ËÉ�ËOÈ%Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ1ÚTíNËªí¦ÇrÊ)c4ËÑóÇrÈóÄêÖ;Ê�ËXð�Ñ;ËÒOÆ�Ñ;ËÑ

rE

ÚNÇrÃ;Ê#Ù?ÈCÄZÐ�ÒÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈóÆ�É
Æ«È?Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈRÅ§ÇZÌ�ÄZÈRØ�Ò�Î?ÇrÆ�ÒËyÛ�b�È�Ì¡ÄrÒOÅ|ÚRÌ¨Ê�ÇrÏ Å�Î?ËÇrÊ�ËOÏöq7Ú4Æ«Å�Ò|ÄZÈ#î�Ë�É�ËËOÈÅ�ÎCÄZÅ�Å�Î?ËFÒÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈÆ�É�ÄrÒOÅ�ÃCÄZÐ«Ð«Ø�Å�Î?Ë
îCÄrÉ�Æ�É�Ì¡ÇrÊ§Å�Î?Ë�É�ËOÐ�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ�Å�Î?Ë�Ê�ËOÃ?É�Ë�Ñ7Æ«Ê�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û

�OZ¤Y ¥ �]��� %G�'���)

ù�Î?Ë�ËÂ%ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈCÄZÐ�Å�Ê�ÄZÈ?É�Ì¡ÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�ÇrÈñÖ;Ê�ÇrÖ'ÇyÉ�ËÑêÆ«È\V3sSXXÚ]Ê�ËOÖ;Ð�ÄrÒËÑøÅ�Î?Ë�ÇrÊ�Æ«ÔyÆ«ÈCÄZÐ�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈñí§Æ«Å�Î.Ä�É�Æ«Ï�Æ«Ð�ÄZÊ2Ê�ËXð
Ñ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ³î;Ã;Å�Ç|Õ4ËOÊ�Å�Î?Ë©Ê�ËÉ�Å�Ê�Æ�ÒOÅ�ËÑüÑ;ÇrÏ#ÄZÆ«È

DE1
= DE − D′

E

ÛÝë;Ê�ÇrÏ Å�Î?ËÇrÊ�ËOÏ ¡ Ú�Å�Î;Æ�ÉmÆ�É�Ö�ÇrÅ�ËOÈRÅ�Æ�ÄZÐ«Ð«Ø³Ä
Ã;È;Æ�ÇrÈøÇZÌ�Ö'ÇrÐ«Ø)Î?ËÑ7Ê�Ä7Û�nêË�Ò|ÄZÈ.É�ËOÖCÄZÊ�ÄZÅ�Ë�Å�Î;Æ�É�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ.Æ«ÈRÅ�Ç�Ä\É�ËOÊ�Æ�ËÉ2ÇZÌ�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É|Ú�Ë|ÄrÒ�ÎøÇ|Õ4ËOÊ�Ä©Ö'ÇrÐ«Ø%ð
Î?ËÑ7Ê�ÄZÐ�É�Ã;î'Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È1Û�ù�Î?Ë�Ã;È;Æ�ÇrÈ¬ÇZÌ¥ÄZÐ«Ð�Å�Î?ËÉ�Ë�Ö�ÇrÐ«Ø%Î?ËÑ7Ê�ÄZÐ�É�Ã;î�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È?É�ËÂ%ÃCÄZÐ

DE1

ÄZÈ?Ñ�Å�Î?ËOÆ«Ê�Æ«ÈRÅ�ËOÊ�É�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ
Æ�ÉTÅ�Î?Ë�ËOÏ�Ö;Å�ØªÑ;ÇrÏ#ÄZÆ«È1Û§ù�Î?ËÉ�Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È?ÉFÄZÊ�Ë2Õ4ËOÊ�ØªÉ�Æ«Ï�Æ«Ð�ÄZÊ�Å�Ç�Å�Î?Ë�Ö�ÇrÐ«Ø%Î?ËÑ7Ê�ÄZÐjÉ�Ã;î�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È?ÉTÆ«È�Å�Î?ËÇrÊ�ËOÏ ¡ Û
ù�Î?Ë#ÇrÈ;Ð«Ø×Ñ7Æ��8ËOÊ�ËOÈ?ÒË�Æ�É2Å�ÎCÄZÅ�Å�Î?ËÉ�Ë#ÄZÊ�ËÑ7Æ�Éad�ÇrÆ«È%Å|Ûù�Î;Æ�É�Ò|ÄZÈøî�Ë�Ë|ÄrÉ�Æ«Ð«ØÝÆ«È?ÒÇrÊ�Ö�ÇrÊ�ÄZÅ�ËÑêí§Æ«Å�ÎøÅ�Î?Ë�ÌÍÇrÐ«Ð�Çgí§Æ«È;Ô
Ï�Ç)Ñ7Æ�ÙCÒ|ÄZÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌjÅ�Î?ËxÖ;Ê�ËOÕ%Æ�ÇrÃ?É�Ñ;ËXÙ?È;Æ«Å�Æ�ÇrÈ

βi ≤ bT
i z < βi + bT

i r, z ∈ Di

V U5  X
í§Î?ËOÊ�Ë

Di = Di−1 ∩ {bT
i−1z ≥ βi−1 + bT

i−1r}
ÄZÈ?Ñ

D0 = DE

Û¢o�ÇrÅ�Ë2Å�ÎCÄZÅ�É�Ã?Ò�Î¬Ä�Ö�ÇrÐ«Ø)Î?ËÑ7Ê�ÄZÐ�É�Ã;î�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È
ÄZÐ�É�Ç�ÒÇrÊ�Ê�ËÉ�Ö'ÇrÈ?Ñ;É�Å�Ç�Å�ÎCÄZÅ�Ì�ÄrÒËOÅ�ÇZÌ

D
í§Î;Æ�Ò�ÎÉ�ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�ËÉ�Å�Î?Ë�Ëj�8ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë�ËÂ%ÃCÄZÐ«Æ«Å�Ø�ÒÇrÊ�Ê�ËÉ�Ö�ÇrÈ?Ñ7Æ«È;Ô�Å�Ç

bT
i z ≥ βi

Û
b�È#Ì�ÄrÒOÅ|ÚRÆ«ÅNÆ�ÉNÖ;Ê�ËÒOÆ�É�ËOÐ«Ø�Å�ÎCÄZÅNÌ�ÄrÒËOÅ|Ú%í§Æ«Å�Î©Å�Î?ËFî'ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô�ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�É

bT
j z ≥ βj

É�Î;Æ�ÌÍÅ�ËÑîRØÒÇrÈ?É�Å�ÄZÈRÅ�Õ4ËÒOÅ�ÇrÊ
bT
j r

Ì¡ÇrÊ�ÄZÐ«Ð
j < i

Ú;í§Æ«Å�Î
βi ≤ bT

i z < βi + bT
i r

Æ«È?É�Å�ÄZÈRÅ�Æ�ÄZÅ�ËÑ¬ÄrÉ§Å�Î?Ë�Ëj�8ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë�ËÂRÃCÄZÐ«Æ«Å�Ø4Û
ù�Î?Ë2Ö'ÇrÐ«Ø)Î?ËÑ7Ê�ÄZÐ�É�Ã;î�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�Æ«È|V U5  X�Æ�É�È?ÇrÈ�ËOÏ�Ö;Å�Ø�ÇrÈ;Ð«Ø\í§Î?ËOÈ

bT
i r > 0

Û�nêË2í§Æ«Ð«Ð]È?Çgí Ñ;ËOÏ�ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÅ�Ë
Å�ÎCÄZÅFÅ�Î?ËmÉ�Æ«Ï�Ö;Ð�ËOÊ�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É�ÇgÕ4ËOÊFÅ�Î?ËÉ�Ë2Ö�ÇrÐ«Ø%Î?ËÑ7Ê�ÄZÐjÉ�Ã;î�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È?É�ÄZÊ�Ë�ÄZÏ�ËOÈCÄZî;Ð�ËmÅ�Ç#Ì¨Ã;Ê�Å�Î?ËOÊFÊ�ËOÃ?É�ËyÛFù�Î?Ë
Ëj�8ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊ�É�Ã;î?É�ÖCÄrÒË2ÇZÌ�Å�Î?ËÉ�ËxÆ�É

ELS(DE) ∩ {bT
i z = 0}

Û¥ù�Î?ËOÆ«Ê�Ä|ÕrÄZÆ«Ð�ÄZî;Ð�Ë2Ê�ËOÃ?É�ËxÆ�É§Å�Î?ËOÊ�ËXÌ¡ÇrÊ�Ë

ELS(DE) ∩ {bT
i z = 0} ∩

� É�ÖCÄrÒË
í§Î;Æ�Ò�Î¬Æ�ÉFÇZÌ�ÇrÈ?Ë�Ð�ËÉ�É�Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ�Å�ÎCÄZÈ

AR(DE)
É�Æ«È?ÒË

bT
i r > 0

ÛTù�Î?ËOÊ�ËXÌ¡ÇrÊ�ËyÚCÅ�Î?Ë2Ï#Ä�ì)Æ«Ï�Ã;Ï Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈÝÇZÌ
ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø�ÇZÌ�Å�Î?Ë§Æ«È;Æ«Å�Æ�ÄZÐCÊ�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈÆ�É¥Å�Î?Ë§È%Ã;Ï2î�ËOÊ¦ÇZÌ8Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?É¦ÇZÌ1ÄÕyÄZÆ«Ð�ÄZî;Ð�ËTÊ�ËOÃ?É�ËTÇZÌ8Æ«Å�É¥Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È1Û�ù�Î?Ë
ÄZî�Ç|Õ4Ë�Ê�ËÉ�Ã;Ð«Å�É�Î?Ç|íTÉ2Å�ÎCÄZÅ�Æ«Å�Æ�É�Ö�ÇyÉ�É�Æ«î;Ð�Ë�Å�ÇªËXì7Ö;Ð�ÇrÆ«Å�ÄZÐ«Ð¦Ä|ÕrÄZÆ«Ð�ÄZî;Ð�ËÉ�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô?Ú1Æ�Û¶ËyÛ«Ú�Å�ÎCÄZÅ2ËXì7Ö;Ð�ÇrÆ«Å�Æ«È;Ô�Ä�É�ËOÅ�ÇZÌ
Ê�ËOÃ?É�Ë�Õ4ËÒOÅ�ÇrÊ�ÉTÆ«È � É�ÖCÄrÒË�Ñ;Ç)ËÉ§È?ÇrÅTÖ;Ê�ËÒOÐ«Ã?Ñ;Ë�Å�Î?Ë�Ã?É�Ë�ÇZÌ¥ÄZÈRØ�ÇrÅ�Î?ËOÊTÐ«Æ«È?Ë|ÄZÊ�Ð«Ø\Æ«È?Ñ;ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ%Å�Ê�ËOÃ?É�Ë�Õ4ËÒOÅ�ÇrÊ�É|Û

¦ §Ñ��ºYÀA�ê�.��À�ºGU

nêË�ÎCÄ|Õ4Ë#É�ËËOÈêÅ�ÎCÄZÅmÄ�Ì¨Å�ËOÊ�Ê�ËOÃ?É�ËÄZÐ�ÇrÈ;Ô�ÇrÈ?Ë�Õ4ËÒOÅ�ÇrÊ|Ú�ÌÍÃ;Ê�Å�Î?ËOÊ2ËXì7Ö;Ð�ÇrÆ«Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ.ÇZÌTÉ�ÎCÄZÊ�Æ«È;ÔªÆ�É2Ö'ÇyÉ�É�Æ«î;Ð�Ë�ÇrÈêÅ�Î?Ë
Ê�ËÉ�Æ�Ñ7ÃCÄZÐ)Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ËÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ1ÛHnêË�ÎCÄ|Õ4ËNÄZÐ�É�Ç�Çrî?É�ËOÊ�Õ4ËÑ�Å�ÎCÄZÅ]Å�Î?ËNÒÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ�Å�ÇTî�Ë�É�ÄZÅ�Æ�É�ÙCËÑ�Ì¡ÇrÊ�ÄTÕrÄZÐ«Æ�Ñ�Ê�ËOÃ?É�Ë
Æ�É�Æ«È?Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈRÅTÇZÌjÄZÈ%ØÖ;Ê�ËÑ;ËÒOÆ�Ñ;ËÑ�Ò�Î?ÇrÆ�ÒËyÛ�b�ÈÅ�Î;Æ�É§É�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Ú7í¦Ëxí§Æ«Ð«Ð8Ñ;ËOÕ4ËOÐ�ÇrÖ�ÄZÈ�ÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;Ï Å�Ç�Ñ;ËOÅ�ËOÊ�Ï�Æ«È?Ë
Å�Î?Ë�Ê�ËOÃ?É�ËTÕ4ËÒOÅ�ÇrÊ¦ÌÍÇrÊNÅ�Î?ËTÆ«È;Æ«Å�Æ�ÄZÐ'Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈªÄZÈ?Ñ�Ì¡ÇrÊNÄZÐ«Ð'Ê�ËÉ�Æ�Ñ7ÃCÄZÐ'Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É§ÄZÅNÑ7Æ��8ËOÊ�ËOÈRÅNÊ�ËÒOÃ;Ê�É�Æ�ÇrÈ\Ñ;ËOÖ;Å�Î?É

U4U



Å�Ç�ÔyÃCÄZÊ�ÄZÈ%Å�ËË2Ç|Õ4ËOÊ�ÄZÐ«Ð�ÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐ«Æ«Å�Ø�Æ«È�Å�Î?Ë�ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�ØªÇZÌjÅ�Î?Ë�Ê�ËÉ�Ã;Ð«Å�Æ«È;ÔËÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ;VÍÉ!XXÛ�nêË�í§Æ«Ð«Ð�ÄrÒ�Î;Æ�ËOÕ4Ë2Å�Î;Æ�É
Å�Î;Ê�ÇrÃ;ÔyÎ�Ä�Ñ7Ø)ÈCÄZÏ�Æ�Ò�Ö;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏ�Ï�Æ«È;Ô#ÌÍÇrÊ�Ï�Ã;Ð�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Û

¦�ËXÌ¡ÇrÊ�Ë�íNËxÖ;Ê�Ç%ÒËËÑ8Ú7íNË�ÒÇrÈ?É�Æ�Ñ;ËOÊ§Å�Î?ËxÉ�Ö�ËÒOÆ�ÄZÐ�Ò|ÄrÉ�ËFÇZÌ�Ä�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Ú
reduce(⊕, fp, E)

Ú)í§Î?ËOÊ�Ë
Dom(E)ÎCÄrÉ�Ä�Ð«Æ«È?Ë|ÄZÐ«Æ«Å�ØªÉ�ÖCÄrÒË�ÄZÈ?Ñ\Å�Î?Ë�É�ÇrÐ«Ã;Å�Æ�ÇrÈ�Å�Ç�Å�Î?Ë�ÕyÄZÐ«Æ�Ñ7Æ«Å�Ø\ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�ËOÏ�î'ËÑ;ÉFÄmÈ?ÇrÈ7ð�Å�Ê�Æ«Õ%Æ�ÄZÐ]Ð«Æ«È?Ë|ÄZÐ«Æ«Å�Ø¸VÍÉ�Ã;îNX

É�ÖCÄrÒË
L
Û@nêËTÏ#Ä|Ø�Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�¨TÅ�Î?ËTÖ�ÇrÐ«Ø)Î?ËÑ7Ê�ÇrÈ\ÄZÐ�ÇrÈ;Ô

L
Å�Ç2Ê�ËÑ7Ã?ÒË�Å�Î?ËFÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø#ÇZÌ8Å�Î?Ë�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈî%Ø�Å�Î?Ë

ÈRÃ;Ï�î'ËOÊ�ÇZÌjÑ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?É�ÇZÌ
L
Û=¬�ÄZÐ«Ã?ËÉ�ÇZÌ

X
íNÇrÃ;Ð�Ñ�î�ËxÆ�Ñ;ËOÈRÅ�Æ�Ò|ÄZÐ�ÄZÈ?Ñ\Å�Î%Ã?É§È?ËËÑ�Ä�î;Ê�Ç4ÄrÑ;Ò|ÄrÉ�Å�ÄZÐ�ÇrÈ;Ô

fp(L)ÇZÌ¦Å�Î?Ë�ÕrÄZÐ«Ã?ËÉ�ÇZÌ�Å�Î?Ë�Ê�ËÉ�Ã;Ð«Å�ÇZÌ�Å�Î?Ë�Ï�Ç%Ñ7Æ�ÙCËÑ×Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û«YFËOÈ?ÒËXÌ¡ÇrÊ�Å�Î1Ú1í¦ËÄrÉ�É�Ã;Ï�ËmÅ�ÎCÄZÅ�Æ�Ì¦È?ËÒËÉ�É�ÄZÊ�Ø�íNË
Ö�ËOÊ�ÌÍÇrÊ�Ï�Ä�Ö;Ê�ËOÖ;Ê�Ç%ÒËÉ�É�Æ«È;Ô�É�Å�ËOÖªÄZÈ?Ñ#ÌÍÃ;Å�Î?ËOÊTÄZÈCÄZÐ«Ø)É�Æ�É�Æ�É¦Å�Çmî�Ë�Ö�ËOÊ�Ì¡ÇrÊ�Ï�ËÑ©ÇrÈ\Å�Î?ËxÏ�Ç)Ñ7Æ�ÙCËÑ©Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û�nêË
í¦ÇrÃ;Ð�Ñ�Ô4ËOÈ?ËOÊ�ÄZÅ�Ë�ÇrÃ;Ê§Ì�ÄrÒËxÐ�ÄZÅ�Å�Æ�ÒË2ÇrÈ;Ð«Ø�Ä�Ì¨Å�ËOÊ§Å�Î;Æ�É�É�Å�ËOÖ1Û

g î?É�ËOÊ�Õ4Ë#Å�ÎCÄZÅ�Ì¡ÇrÊ2ËOÕ4ËOÊ�Ø¬Ì¡ÄrÒË
f
Æ«ÈøÇrÃ;Ê�Ì�ÄrÒË�Ð�ÄZÅ�Å�Æ�ÒËyÚjÉ�ÄØÝÊ�ËOÖ;Ê�ËÉ�ËOÈ%Å�Æ«È;Ô�Å�Î?Ë�Ö'ÇrÐ«Ø)Î?ËÑ7Ê�ÄZÐ¦Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È

Df

Ú
í¦Ë\Ò|ÄZÈ³Ñ;ËOÅ�ËOÊ�Ï�Æ«È?Ë

ELS(Df )
Æ«È?Ñ;ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ%Å�Ð«Ø4Ú¦É�Æ«È?ÒËÆ«Å�ÇrÈ;Ð«ØøÑ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;É�ÇrÈüÅ�Î?Ë\Ëj��ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë\ËÂ%ÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�ËÉ�Å�ÎCÄZÅ

Æ«Å#É�ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�ËÉgÛôù�Î?ËOÊ�ËXÌ¡ÇrÊ�ËyÚ
AR(Df )

Ò|ÄZÈ î�ËªÑ;ËOÅ�ËOÊ�Ï�Æ«È?ËÑôÆ«È?Ñ;ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ%Å�Ð«ØôÄrÉ�í¦ËOÐ«Ð�ÛËoFÇ|í�Ú¦í¦Ë�Ò|ÄZÈ ÒOÐ�ÄZÆ«Ï
Å�ÎCÄZÅxÌ¡ÇrÊxËOÕ4ËOÊ�Ø�Ì�ÄrÒË�Æ«ÈêÇrÃ;ÊFÌ�ÄrÒË�Ð�ÄZÅ�Å�Æ�ÒËyÚ8Å�Î?Ë�ÕyÄZÐ«Æ�Ñ7Æ«Å�ØÝÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É�ÌÍÇrÊ�ÒÇrÈRÅ�ÄZÆ«È;Ï�ËOÈ%ÅmÄZÊ�Ë�Æ«È?Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈRÅ2ÇZÌ
Å�Î?Ë�ÖCÄZÊ�Å�Æ�ÒOÃ;Ð�ÄZÊmÊ�ËOÃ?É�Ë�Å�ÎCÄZÅ�ÎCÄrÉ2î'ËËOÈêËXì7Ö;Ð�ÇrÆ«Å�ËÑ.ÄZÅmÄZÈ.ÄZÈ?ÒËÉ�Å�ÇrÊ�Ì�ÄrÒËyÛ#ù�Î;Æ�É�ÌÍÇrÐ«Ð�ÇgíTÉ�Ñ7Æ«Ê�ËÒOÅ�Ð«Ø¬ÌÍÊ�ÇrÏÓÅ�Î?ËOÆ«Ê
Ì¡ÇrÊ�Ï2Ã;Ð�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ é

¦�ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô�ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É
bT
i zE ≥ 0

ÄZÊ�ËTÄrÒOÅ�Æ«Õ4Ë§Æ�Ì�Å�Î?ËOØmÑ;Ç�È?ÇrÅ¥É	ÄZÅ�Æ�É�Ì¨Ø
N (fp)∩ELS(Df ) ⊆ {bT

i zE = 0}ÄZÈ?Ñ\Å�Î?ËFÕrÄZÐ«Æ�Ñ7Æ«Å�Ø©ÒÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈªÌÍÇrÊTÄ�Ê�ËOÃ?É�ËxÕ4ËÒOÅ�ÇrÊ
r
Æ�É

bT
i r ≥ 0,∀i ∈ A, r ∈ AR(Df )

í§Î?ËOÊ�Ë
A
Æ�ÉNÅ�Î?Ë�É�ËOÅ§ÇZÌ

ÄrÒOÅ�Æ«Õ4Ëxî�ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô�ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É|Û�¦NÇrÅ�Î�ÇZÌ]Å�Î?Ë�ÄZî�Ç|Õ4Ë�ÒÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ?ÉTÑ;ÇmÈ?ÇrÅ�Ê�ËOÐ«ØÇrÈªÄZÈ%Ø#Æ«È7Ì¡ÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�ÇrÈªÇrî;Å�ÄZÆ«È?ËÑ
ÌÍÊ�ÇrÏ ÄZÈ×ÄZÈ?ÒËÉ�Å�ÇrÊ�ÇZÌNÄ�Ì�ÄrÒË�Æ«ÈÝÅ�Î?Ë2Ì¡ÄrÒËmÐ�ÄZÅ�Å�Æ�ÒË�ÄZÈ?Ñ¬Å�ÎRÃ?É�Ò|ÄZÈ¬î�ËmÑ;ËOÅ�ËOÊ�Ï�Æ«È?ËÑÝÆ«È?Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈRÅ�Ð«Ø�Ì¡ÇrÊxËOÕ4ËOÊ�Ø
Ì�ÄrÒËyÛ

b�Ì]Å�Î?ËxÕyÄZÐ«Æ�Ñ7Æ«Å�Ø\ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�ÄrÑ7Ï�Æ«Å�É�Ä2È?ÇrÈ7ð�Å�Ê�Æ«Õ)Æ�ÄZÐ1É�ÇrÐ«Ã;Å�Æ�ÇrÈ1Ú;Å�Î?ËFÖ;Ê�Çrî;Ð�ËOÏ ÇZÌjËOÕrÄZÐ«ÃCÄZÅ�Æ«È;Ô#Ä�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ
Å�Î?ËxËXì)Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ\ÄZÅNÌ�ÄrÒË

f
í§Æ«Å�Î\Å�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È

Df

Ò|ÄZÈ©î'Ë�Å�Ê�ÄZÈ?É�Ì¡ÇrÊ�Ï�ËÑ\Æ«ÈRÅ�Ç�ÄmÉ�ËOÊ�Æ�ËÉ�ÇZÌ]Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É|Ú;Ë|ÄrÒ�Î\ÇZÌ
í§Î;Æ�Ò�Î×Ê�ËÑ7Ã?ÒËÉFÅ�Î?Ë�ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ×ÇrÈ�Å�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«ÈÝÊ�ËOÖ;Ê�ËÉ�ËOÈ%Å�ËÑÝîRØ�É�ÇrÏ�Ë�ÇZÌ�Å�Î?Ë�Ò�Î;Æ«Ð�Ñ7Ê�ËOÈêÇZÌ¥Ì¡ÄrÒË

f
Û�ù�Î?ËÉ�Ë

Ò�Î;Æ«Ð�Ñ7Ê�ËOÈªÄZÊ�Ë�Å�Î?ÇyÉ�Ë§Ì¡ÇrÊ�í§Î?ÇrÏ
bT
i r > 0

Ú%Å�Î?ÇyÉ�Ë�í§Î;Æ�Ò�Î\ÄZÊ�Ë�È?ÇrÅNÉ	ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�ËÑ�îRØ#Å�Î?ËTÊ�ËOÃ?É�Ë�Õ4ËÒOÅ�ÇrÊ|Û�ù�ÎRÃ?É|Ú)Å�Î?ËOØ
ÄZÊ�Ë2Ò�Î?ÇyÉ�ËOÈ¬Å�Î;Ê�ÇrÃ;ÔyÎÝÄ#Ò�Î?ÇrÆ�ÒËmÇZÌjÅ�Î?Ë�Ê�ËOÃ?É�Ë2Õ4ËÒOÅ�ÇrÊ

r
Û g Å�Î?ËOÊ�Ò�Î;Æ«Ð�Ñ7Ê�ËOÈÝí§Æ«Ð«Ð�É�ÄZÆ�ÑªÅ�Ç#î'Ë2Ï#ÄrÉ)c4ËÑ�ÇrÃ;Å�îRØ

r
Û

ù�Î?Ë�ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�ØÇZÌ�Å�Î?Ë�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÄZÅ¥Ì�ÄrÒË
f
Æ�É¥Å�Î?Ë�Ï#Ä�ì)Æ«Ï�Ã;Ï°ÇZÌ8Å�Î?Ë�ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì)Æ«Å�Ø#ÇZÌ8Å�Î?ËTÊ�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ©ÌÍÇrÊ�Æ«Å�É

Ã;È;Ï#ÄrÉ)c4ËÑ�Ò�Î;Æ«Ð�Ñ7Ê�ËOÈ1Ú%ÄZÈ?Ñ�Å�Î?ËNÈRÃ;Ï�î'ËOÊ¥ÇZÌ�Ëj��ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë§Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?É�ÇZÌCÅ�Î?Ë�Ê�ËÉ�Ã;Ð«Å.V¡ÄrÉjÅ�ÎCÄZÅjÏ#ÄZÈRØmÕrÄZÐ«Ã?ËÉ¥ÄZÐ«í�ÄØ7É
È?ËËÑÅ�Ç�î�ËTÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�ËÑ8Û�b�Å�Æ�É¥Å�Î?Ë�ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì)Æ«Å�ØÇZÌ8Å�Î?Ë�É�Ã;Ö;Ö'ÇrÊ�Å�Æ«È;Ô�ËÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈÿV
qÜX)XXÛ&©FÆ«Õ4ËOÈÅ�Î?ËTÆ«È?Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈ?ÒË
ÇZÌjÅ�Î?Ë�ÕrÄZÐ«Æ�Ñ7Æ«Å�ØªÄZÈCÄZÐ«Ø)É�Æ�É§ÌÍÇrÊ�ÄZÐ«Ð8È?Ç)Ñ;ËÉ|ÚCÄZÈ?ÑªÅ�Î?Ë�Ñ;ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ?ÒË�ÇZÌjÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø�ÇZÌ�ÄmÖCÄZÊ�ËOÈRÅFÇrÈªÆ«Å�ÉTÒ�Î;Æ«Ð�Ñ7Ê�ËOÈ1Ú
í¦Ë�í§Æ«Ð«Ð1Å�Ê�ÄÕ4ËOÊ�É�Ë2ÇrÃ;Ê§Ì¡ÄrÒËxÐ�ÄZÅ�Å�Æ�ÒË2î'ÇrÅ�Å�ÇrÏ�ð�Ã;Ö1ÚYÄrÉ�É�Æ«ÔyÈ;Æ«È;Ô�Å�Î?Ë�ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø\Å�Ç�Ë|ÄrÒ�Î�Ì�ÄrÒË�ÄrÉ§í¦Ë2Ö;Ê�Ç%ÒËËÑ8Û

^�Å�Ä�Ì¡ÄrÒËyÚ]Æ�ÌTÉ�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�Ï#Ä|Ø¬î�Ë�ËXì7Ö;Ð�ÇrÆ«Å�ËÑ8Ú]Å�Î?ËOÊ�Ë#Ï�Æ«ÔyÎRÅmÖ'ÇyÉ�É�Æ«î;Ð«Ø¬ËXì7Æ�É�Å�ÄZÈøÆ«È7Ù?È;Æ«Å�Ë�ÈRÃ;Ï�î'ËOÊ�ÇZÌ§Ê�ËOÃ?É�Ë
Õ4ËÒOÅ�ÇrÊ�É|Û YFÇ|íNËOÕ4ËOÊ|Úxí¦ËêÒ|ÄZÈ�Ö;Ê�ÇgÕ4Ë×Å�ÎCÄZÅªÇrÈ;Ð«ØúÄ.Ù?È;Æ«Å�Ë×ÈRÃ;Ï�î'ËOÊ¬ÇZÌ�Å�Î?ËÉ�ËÝÈ?ËËÑúÅ�Çüî�Ë×ÒÇrÈ?É�Æ�Ñ;ËOÊ�ËÑ Ì¡ÇrÊ
ÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐ«Æ«Å�Ø4Û�nêËxí§Æ«Ð«Ð]É�Å�ÄZÅ�ËxÅ�Î;Ê�ÇrÃ;ÔyÎ�Å�Î?ËxÌ¡ÇrÐ«Ð�Ç|í§Æ«È;Ô�Å�Î?ËÇrÊ�ËOÏ
*lk.4/�27.I?«ª�¬ û ä3m ß èOæ$k á äÍå¡ærç³ä�æ¬ä3m ßE �$kqå à å¨äal â ærç;èXä Þ �rå¨çCä¨è

K = bT
i r ≥ 0,∀i ∈ A, r ∈ AR(Df )

û æ Þ ä3m ß
�7æ$k<l�m ß�àrÞ �$k à æ � �rå¨ç

Df
å�è����7ærå¨çCä ß�àÝâ æyç ß q ærç ß æ û ä3m ß\ß�ÿ ä Þ�ß8� �$k Þ �$lZè#æ û

K
å�è�ä3m ß#Þ�ßXá è ß\à å Þ�ß�â äÍåÍærç ä3m��yä

Prå EZß è�ä3m ß æ!�'äÍå � �4k â æ � �Nk ß�ÿ åÍäal�ä�æmä3m ß�Þ�ß�àrá;â äÍå¡ærç�æ û ä3m ß�ß�ÿ � Þ�ß è�èXåÍæyç�ærç
Df

s ¬ û åÍäBm��Zè1��çYærç�ä Þ å E å
�$kykqå¢ç ß �$kqå¨äal
è���� â�ß q �rçyl Þ �4l×å¢çôä3m ß è���� â�ß ä3m��yäFèò�yäÍå�è `Nß èT�yä�k ß �ZèXämærç ß¶� æ á ç à å¨çGP â æyç;èXä Þ �rå¨çCä

/∈ A
Prå Erß è\ä3m ß æ!�'äÍå � �$k

â æ � �Nk ß�ÿ åÍäal\ä�æ#ä3m ß2Þ�ß�àrá;â äÍå¡ærç:s
ö Æ«È?ÒË�í¦ËTÎCÄ|Õ4Ë�Ê�ËÉ�Å�Ê�Æ�ÒOÅ�ËÑ�Å�Î?Ë�ÇrÃ;ÊNÉ�Ë|ÄZÊ�Ò�Î©É�ÖCÄrÒË�Ì¡ÇrÊ�Å�Î?Ë§Ê�ËOÃ?É�ËTÕ4ËÒOÅ�ÇrÊ

r
Å�Ç2Ä�Ù?È;Æ«Å�ËTÈ%Ã;Ï2î�ËOÊNÇZÌ1Ò�Î?ÇrÆ�ÒËÉgÚ

í¦ËFÒ|ÄZÈ©ÄZÐ«í�ÄØ7É§Ò�Î?Ç)ÇyÉ�ËTÅ�Î?ËFÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐ�Ñ7Æ«Ê�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ©ÇZÌ1Ê�ËOÃ?É�Ë�Ì¡ÇrÊ¦ËOÕ4ËOÊ�Ø�Ì�ÄrÒË�ÄrÉ¦í¦Ë�Ö;Ê�Ç%ÒËËÑÃ;ÖÇrÃ;Ê¦Ì¡ÄrÒË�Ð�ÄZÅ�Å�Æ�ÒËyÛ
®�� ���!�
�
2 ����� ��+��=��$�P

N (fp) ∩ L = φ
�
����>��&��$�PH(*'82 �°0������!�1�� ���!>�>�2 �[2 �°�P���'8��'A:��!�K��� M����E��&� 2��[64�?+D'!:y�"0 ���ò���>)�A�
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�
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°OZ�[ �O��±��"fw�<�x���&���������)
&�
b�ÈøÅ�Î?ËÖ;Ê�ËOÕ%Æ�ÇrÃ?ÉmÉ�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Újí¦Ë©ÒÇrÈ?É�Å�Ê�Ã?ÒOÅ�ËÑ³ÄZÈñÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;Ï Å�Ç¬Ò�Î?Ç)ÇyÉ�ËÊ�ËOÃ?É�Ë�Õ4ËÒOÅ�ÇrÊ�É�ÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐ«Ð«Ø×Ì¡ÇrÊmËOÕ4ËOÊ�Ø
Ì�ÄrÒËOÅ|Û=nêËxí§Æ�É�Î�Å�Ç�Ê�ËOÏ�Æ«È?Ñ�Å�Î?ËOÊ�ËxíNÄrÉFÄZÈ?ÇrÅ�Î?ËOÊ§Ê�ËÉ�Å�Ê�Æ�ÒOÅ�Æ�ÇrÈªÅ�ÎCÄZÅ§È?ËËÑ;ËÑ�Å�Ç�î�ËxÆ«Ï�Ö�ÇyÉ�ËÑ\ÇrÈ�Å�Î?ËxÙ?È;Æ«Å�Ë�É�ËOÅ
ÇZÌ�Ò�Î?ÇrÆ�ÒËÉgÛ�ù�Î;Æ�ÉmíNÄrÉ

r /∈ N (fp)
Ú�Å�ÎCÄZÅ�Ê�ËOÃ?É�ËÒ|ÄZÈ;È?ÇrÅ�î�Ë#Ò�Î?ÇyÉ�ËOÈñÆ«È.Å�Î?Ë#ÈRÃ;Ð«Ð§É�ÖCÄrÒË#ÇZÌTÅ�Î?ËÖ;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ

í§Î;Æ�Ò�ÎÝíNÇrÃ;Ð�ÑÝÆ«ÈRÅ�Ê�Ç)Ñ7Ã?ÒË�ÄÒOØ7ÒOÐ«Æ�Ò�Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈ?ÒËmí§Æ«Å�Î;Æ«È
X
Û ^�Ð«Å�Î?ÇrÃ;ÔyÎÝÅ�Î;Æ�ÉxÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�Ñ;Ç)ËÉ�È�� ÅxÄ7�8ËÒOÅ�ÄZÈRØ

Ö;Ê�ËOÕ)Æ�ÇrÃ?É�Ð«ØªËÉ�Å�ÄZî;Ð«Æ�É�Î?ËÑ�Ê�ËÉ�Ã;Ð«Å|ÚYí¦Ë�í§Æ�É�Î�Å�ÇËXì)Ö;Ð�ÇrÆ«ÅFÉ�Ã?Ò�Î¬Ê�ËOÃ?É�Ë�ÄrÉ�í¦ËOÐ«Ð�Ú'Æ�Ì�Æ«ÅFÄZÐ«Ð�ÇgíTÉ�Ä�ÔyÊ�Ë|ÄZÅ�ËOÊFÊ�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ
Æ«ÈªÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø4Û

nóÎ?ËOÈ�í¦ËxÎCÄ|Õ4Ë�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�ÇZÌ�ÕyÄZÐ«Ã?ËÉ§í§Æ«Å�Î;Æ«È�Å�Î?Ë�É�ËOÅ�Å�ÎCÄZÅ�ÒÇrÈ%Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�ËÉTÅ�Ç�Å�Î?ËxÉ�ÄZÏ�Ë�ÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ�Æ«È
X
Ú

Å�Î?ËOÈ�í¦Ë�Ï#Ä|Ø�ËOÏ�Ö;Ð�Ç|Ø�Ä�Î;Æ«ÔyÎ?ËOÊ�ÇrÖ'ËOÊ�ÄZÅ�ÇrÊ�Å�Ç�ý�Ï2Ã;Ð«Å�Æ«Ö;Ð«Ø%þ�Å�ÎCÄZÅ�ÕyÄZÐ«Ã?ËNí§Æ«Å�Î�Å�Î?Ë¦È%Ã;Ï2î�ËOÊ�ÇZÌYÇ)ÒÒOÃ;Ê�Ê�ËOÈ?ÒËÉ|Ûjù�Î?Ë
ÈRÃ;Ï�î'ËOÊ�ÇZÌNÇ%ÒÒOÃ;Ê�Ê�ËOÈ?ÒËÉ2ÄZÊ�Ë�ÔyÆ«Õ4ËOÈ×îRØ�Å�Î?ËmÁ¥Î;Ê�ÎCÄZÊ�Ñ7Å�Ö'ÇrÐ«Ø)È?ÇrÏ�Æ�ÄZÐ.µ s · ÇZÌ¦Å�Î?Ë�ÖCÄZÊ�ÄZÏ�ËOÅ�ËOÊ�Æ«ò|ËÑêÖ'ÇrÐ«Ø)Î?ËÑ7Ê�ÇrÈ
V¨ÖCÄZÊ�ÄZÏ�ËOÅ�ËOÊ�Æ«ò|ËÑêî%Ø�Å�Î?Ë�Æ«È?Ñ7Æ�ÒËÉ2ÇZÌ¦Å�Î?Ë�Ê�ËÉ�Ã;Ð«Å�ÄZÈ?ÑÝÅ�Î?Ë�îCÄrÉ�Æ�É�ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËOÅ�Æ�ÇrÈñÇZÌ

N (fp) ∩ N (fd)
Å�Ç

N (fp)
X

Ì¡ÇrÊ�Å�Î?Ë#ÒÇrÐ«Ð�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈüÇZÌ§ÕrÄZÐ«Ã?ËÉ2Å�ÎCÄZÅmÄZÊ�Ë�Æ�Ñ;ËOÈ%Å�Æ�Ò|ÄZÐ�ÄZÈ?Ñ.ÒÇrÈRÅ�Ê�Æ«î;Ã;Å�ËÅ�Ç�Ë|ÄrÒ�ÎñÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈüÆ«È
X
Û®b�È.É�ÇrÏ�Ë

Ò|ÄrÉ�ËÉ2Å�Î;Æ�É2Î;Æ«ÔyÎ?ËOÊ�ÇrÊ�Ñ;ËOÊ�ÇrÖ�ËOÊ�ÄZÅ�ÇrÊ2Ï#Ä|Ø×î'Ë#Ö;Ê�Ç|Õ)Æ�Ñ;ËÑ.ËOÔ?Û«Ú�Ï2Ã;Ð«Å�Æ«Ö;Ð«Æ�Ò|ÄZÅ�Æ�ÇrÈüÌ¡ÇrÊ�ÄrÑ;Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ1Ú�ËXì7Ö'ÇrÈ?ËOÈ%Å�Æ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ
Ì¡ÇrÊ�Ï�Ã;Ð«Å�Æ«Ö;Ð«Æ�Ò|ÄZÅ�Æ�ÇrÈ³²RÛFù�Î?Ë�ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø¬ÇZÌ¥Æ«Ï�Ö;Ð�ËOÏ�ËOÈRÅ�Æ«È;ÔªÅ�Î;Æ�ÉFÎ;Æ«ÔyÎ?ËOÊxÇrÖ'ËOÊ�ÄZÅ�ÇrÊxÏ#ÄØ�î'Ë�Å�Î?Ë�É	ÄZÏ�ËmÄrÉ�Å�Î?Ë
Ê�ËÑ7Ã?ÒË�ÇrÖ�ËOÊ�ÄZÅ�ÇrÊ|Ú7Æ«Èí§Î;Æ�Ò�Î�Ò|ÄrÉ�Ë�í¦ËxÎCÄÕ4ËxÆ«Ï�Ö;Ê�ÇgÕ4ËÑ\Å�Î?ËxÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì)Æ«Å�Ø©ÇZÌ�Å�Î?Ë�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�î%Ø#Å�Î?ËFÈRÃ;Ï�î'ËOÊTÇZÌ
Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?É¥ÇZÌ8É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�í§Æ«Å�Î;Æ«È�Å�Î?Ë�È%Ã;Ð«Ð?É�ÖCÄrÒË§ÇZÌ

fp

Û@b�È#ÄZÈRØ�Ò|ÄrÉ�ËNÅ�Î?Ë§ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì)Æ«Å�Ø�ÇZÌ�Å�Î;Æ�É�ÇrÖ�ËOÊ�ÄZÅ�ÇrÊ�Ò|ÄZÈ;È?ÇrÅ
î�Ë�Ï�ÇrÊ�Ë�Å�ÎCÄZÈ\Ä2Ð�ÇrÔRÄZÊ�Æ«Å�Î;Ï ÇZÌ]Å�Î?ËFÁ�Î;Ê�ÎCÄZÊ�Ñ7Å�ÈRÃ;Ï2î�ËOÊ|Ú;É�Æ«È?ÒËFËOÕ4ËOÈ\Æ«ÈÅ�Î?ËFÒ|ÄrÉ�Ë�í§Î?ËOÈ\Ä2Î;Æ«ÔyÎ?ËOÊ§ÇrÖ'ËOÊ�ÄZÅ�ÇrÊNÆ�É
È?ÇrÅ�Ö;Ê�ÇgÕ%Æ�Ñ;ËÑ8ÚCí¦Ë2Ï#ÄØªÑ;ËXÙ?È?Ë2ÇrÈ?Ë2í§Î;Æ�Ò�Î¬Ò|ÄZÈ¬ÄrÒÒOÃ;Ï2Ã;Ð�ÄZÅ�Ë

n
Æ�Ñ;ËOÈRÅ�Æ�Ò|ÄZÐ�ÕyÄZÐ«Ã?ËÉTÆ«È�Ä�Ð�ÇrÔRÄZÊ�Æ«Å�Î;Ï�Æ�Ò�ÈRÃ;Ï�î'ËOÊ

ÇZÌ�É�Å�ËOÖ?É|Û
^FÉ�Ä¬É�Æ�Ñ;Ë\Ëj��ËÒOÅ�ÇZÌ�Å�Î;Æ�É�ËXì7Ö;Ð�ÇrÆ«Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ íNË\ÎCÄÕ4Ë�Ò�ÎCÄZÈ;Ô4ËÑ Å�Î?Ë©ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ³Æ«È?É�Æ�Ñ;ËÅ�Î?Ë\Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Ú¦îRØ

ý�Ï2Ã;Ð«Å�Æ«Ö;Ð«Ø)Æ«È;ÔrþxÆ«Å¦í§Æ«Å�Î\Å�Î?ËFÁ�Î;Ê�ÎCÄZÊ�Ñ7Å§Ö'ÇrÐ«Ø)È?ÇrÏ�Æ�ÄZÐ�Û�b�ÈÔ4ËOÈ?ËOÊ�ÄZÐ�Ú)íNËFÒ|ÄZÈªÄrÉ�É�Ã;Ï�Ë�Å�ÎCÄZÅ�Å�Î;Æ�ÉNÖ'ÇrÐ«Ø)È?ÇrÏ�Æ�ÄZÐ�ÎCÄrÉ
È?Ç�É�ÎCÄZÊ�ËÑ©ÕrÄZÐ«Ã?ËÉgÛ�ù�ÎRÃ?É|Ú)Å�Î;Æ�É�Æ�É§Ä�Å�ËOÊ�Ï�Æ«ÈCÄZÐ1É�Å�ËOÖ\ÄZÈ?Ñ\Ñ;Ç)ËÉ�È?ÇrÅ�Ö'ËOÊ�Ï�Æ«ÅNÌÍÃ;Ê�Å�Î?ËOÊNÊ�ËOÃ?É�ËyÛ&b�È\ÇrÃ;ÊTÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;Ï
Ì¡ÇrÊTÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐ�Ò�Î?ÇrÆ�ÒËyÚ?í¦Ë¢d�Ã?É�Å§È?ËËÑ�Å�Ç�Æ«È%Å�Ê�Ç%Ñ7Ã?ÒËmÄ�Ò�Î?ÇrÆ�ÒËyÚCÅ�ÎCÄZÅTí§Î;Æ�Ò�Î�Ì¡ÇrÐ«Ð�Ç|íTÉ�É�Ã?Ò�Î�ËXì)Ö;Ð�ÇrÆ«Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Û

°OZ8t {$���I����%4��±��������)
´�)�µ��� �¶�%��:·'�]�I�����)

ë?ÇrÊxÉ�ÇrÏ�Ë�Ö;Ê�Çrî;Ð�ËOÏ�É|Ú�Æ«Å�Ï#Ä|Øªî�Ë�î�ËOÈ?ËXÙCÒOÆ�ÄZÐ�Å�ÇÅ�Ê�ÄZÈ?É�Ì¡ÇrÊ�Ï Å�Î?Ë�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ×Æ«ÈRÅ�Ç\Ä#Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈÝÇZÌ¦Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É
îRØ©Ì�ÄrÒOÅ�ÇrÊ�Æ«òÆ«È;Ô

fp

Æ«ÈRÅ�Ç
f ′′

p .f ′

p

ÄrÉ
Ê�ËÑ7Ã?ÒË

(⊕, (z′ → f ′′

p (z′)),
Ê�ËÑ7Ã?ÒË

(⊕, (z → f ′

p(z)), E))

í§Î?ËOÊ�Ë
z′
ÄZÊ�Ë�Å�Î?Ë�Æ«È?Ñ7Æ�ÒËÉ�ÇZÌ1Å�Î?ËTÆ«È;È?ËOÊNÊ�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û¥ù�Î;Æ�É�Å�Ê�ÄZÈ?É�ÌÍÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�ÇrÈ�Ò|ÄZÈ#î�Ë�É�ËËOÈ©ÄrÉ¦Å�Î?Ë�ÒÇrÏ2î;Æ«ÈCÄZÅ�Æ�ÇrÈ

ÇZÌ�ÕyÄZÐ«Ã?ËÉ�ÌÍÇrÊ�É�Ã;î?É�ËOÅ�É�ÄZÈ?Ñ¬Ð�ÄZÅ�ËOÊ�ÒÇrÏ2î;Æ«È;Æ«È;Ô�Å�Î?ËOÆ«Ê�ÖCÄZÊ�Å�Æ�ÄZÐjÊ�ËÉ�Ã;Ð«Å�ÉFÅ�Ç\ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËOÅ�Ë�ÇrÈ?Ë�ÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈêÇZÌ�Å�Î?Ë
ÇrÊ�Æ«ÔyÆ«ÈCÄZÐjÊ�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û�ë?ÇrÊxÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì)Æ«Å�Ø4Ú�í¦Ë1dvÃ?É�Å�È?ËËÑ¬Å�ÇÒÇrÈ?ÒËOÈ%Å�Ê�ÄZÅ�Ë�ÇrÈ�Å�Î?Ë�Æ«È;È?ËOÊxÊ�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û�o�ÇrÅ�Ë�Å�ÎCÄZÅ
Å�Î?ËxÌ¡ÇrÐ«Ð�Ç|í§Æ«È;Ô�Ö;Ê�ÇrÖ�ËOÊ�Å�Ø�Î?ÇrÐ�Ñ;É

N (f ′

p) ⊂ N (fp)
ù�Î?Ë�Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ×ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ×ÎCÄrÉ�Å�íNÇªËj�8ËÒOÅ�É�ÇrÈêÊ�ËOÃ?É�ËyÛ_b�Å�Ê�ËOÏ�Ç|Õ4ËÉ2É�ÇrÏ�Ë�ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É�Ì¨Ê�ÇrÏ Å�Î?Ë�É�ËOÅ�ÇZÌ

ÄrÒOÅ�Æ«Õ4ËxÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É
A
ÄZÈ?Ñ#Å�Î%Ã?É§ËXì)ÖCÄZÈ?Ñ7Æ«È;Ô�Å�Î?ËxÉ�ÒÇrÖ�Ë�ÇZÌ�É�ÇrÐ«Ã;Å�Æ�ÇrÈ?É�Å�Ç2Å�Î?ËFÕyÄZÐ«Æ�Ñ7Æ«Å�Ø©ÒÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ1Û¥ù�Î?ËxÇrÅ�Î?ËOÊ

Ëj�8ËÒOÅ�É§Æ�ÉTÇrÈªÅ�Î?Ë�Ëj�8ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë2Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈCÄZÐ«Æ«Å�ØªÇZÌ�Å�Î?ËxÊ�ËÉ�Ã;Ð«Å�ÉTí§Î;Æ�Ò�Î�Æ�É�Ä�Ð�Ç|íNËOÊ�î�ÇrÃ;È?Ñ�ÇrÈªÅ�Î?Ë�ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø4Û
ù�Î?ËOÊ�ËxÄZÊ�ËTÆ«È7Ù?È;Æ«Å�ËOÐ«Ø�Ï#ÄZÈ%Ø�Ì¡ÄrÒOÅ�ÇrÊ�Æ«ògÄZÅ�Æ�ÇrÈ?ÉNÖ�ÇyÉ�É�Æ«î;Ð�ËyÛ@nêËTí§Æ«Ð«Ð'Ã?É�Ë§Å�Î?ËxÄZî�Ç|Õ4Ë�É�Å�ÄZÅ�ËÑ#Ëj�8ËÒOÅ�É�Å�Ç2Ê�ËÉ�Å�Ê�Æ�ÒOÅ

Å�Î?ËªÒ�Î?ÇrÆ�ÒËªÅ�ÇêÄ¬Ù?È;Æ«Å�ËªÉ�ËOÅ|Û ö Æ«È?ÒËyÚ¦Å�Î?Ë�ÇrÈ;Ð«Ø³ÄrÑ7ÕyÄZÈRÅ�ÄZÔ4ËÇrÃ?ÉÆ«È�´?Ã?ËOÈ?ÒËyÚ�ÇZÌFÅ�Î?ËªÖ;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ³ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1ÚNÆ�É
Å�Î;Ê�ÇrÃ;ÔyÎ\ËXì)ÖCÄZÈ?Ñ7Æ«È;Ô�Å�Î?Ë�É�ÒÇrÖ�ËTÇZÌ8Å�Î?ËTÕyÄZÐ«Æ�Ñ7Æ«Å�Ø�ÒÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ1Ú%í¦Ë�dvÃ?É�Å�È?ËËÑ�Å�Ç2ÒÇrÈ?É�Æ�Ñ;ËOÊ�Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É
Å�ÎCÄZÅxÏ#Ä�c4Ë�Ä#É�Ã;î?É�ËOÅxÇZÌ¦Ö;Ê�ËOÕ%Æ�ÇrÃ?É�Ð«Ø¬ÄrÒOÅ�Æ«Õ4ËmÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É�Æ«ÈCÄrÒOÅ�Æ«Õ4ËyÛ�ù�Î%Ã?ÉxÅ�Î?ËmÉ�ËOÅFÇZÌ¦Ò�Î?ÇrÆ�ÒËÉ�ÇZÌ�Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ
ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É§Å�Ç�ÒÇrÈ?É�Æ�Ñ;ËOÊTÆ�É§É�Æ«Ï�Ö;Ð«Ø©Å�Î?ËxÆ«ÈRÅ�ËOÊ�É�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ�Å�Î?Ë�ÇrÊ�Æ«ÔyÆ«ÈCÄZÐ]Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈªí§Æ«Å�Î�Å�Î?ËFÙ?È;Æ«Å�ËOÐ«Ø%ð
Ï#ÄZÈRØ�ËOÐ�ËOÏ�ËOÈ%Å�É�ÇZÌjÅ�Î?ËxÖ'Çgí¦ËOÊ�É�ËOÅFÇZÌ

A
Û

¸
max

���;�"09�����4'!����òD�A�$0.(7���.��I.�
�"��� �EI1�9+�'�¹3��>�;'829D����&09�"�������
��'8� ��F

U q



ZNÇrÈ?É�Æ�Ñ;ËOÊ�Å�Î?Ë�Æ«ÈRÅ�ËOÊ�ÄrÒOÅ�Æ�ÇrÈ#î�ËOÅ�íNËËOÈ�Å�Î?ËNÌ�ÄrÒË�Ð�ÄZÅ�Å�Æ�ÒËÉ¥ÒÇrÊ�Ê�ËÉ�Ö�ÇrÈ?Ñ7Æ«È;Ô�Å�ÇxÅ�Î?Ë§Ñ7Æ���ËOÊ�ËOÈ%Å¥Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É|Ûjë?ÇrÊ
Ì�ÄrÒË�Æ«È©Å�Î?ËÉ�ËFÐ�ÄZÅ�Å�Æ�ÒËÉ|Ú)í¦ËFÏ#ÄØ�Ì¡ÄrÒOÅ�ÇrÊ�Æ«ò|ËFÅ�Î?ËFÖ;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ©ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�É�Ã?Ò�Î\Å�ÎCÄZÅNÆ«Å¦Ï#Ä�c4ËÉ§É�ÇrÏ�Ë�Ï�ÇrÊ�Ë�ÄrÒOÅ�Æ«Õ4Ë
î�ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;ÔmÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�ÉNÆ«ÈCÄrÒOÅ�Æ«Õ4ËyÛ&Y�Çgí¦ËOÕ4ËOÊ|Ú)í¦ËFÒ|ÄZÈ;È?ÇrÅ�Ê�ËOÏ�ÇgÕ4Ë�Æ«ÈCÄrÒOÅ�Æ«Õ4Ë�î'ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô�ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�É�ÄZÈ?Ñ#Ï#Ä�c4Ë
Å�Î?ËOÏÓÄrÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Æ«ÈêÄZÈRØªÌ�ÄrÒË�ÄZÅ�Ä#Ð�Çgí¦ËOÊ�Ð�ËOÕ4ËOÐ�Û�ù�Î%Ã?É|Ú8Æ«È×ÇrÃ;Ê�ÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;ÏªÚ8Å�Î?Ë�ÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐ¥Ò�Î?ÇrÆ�ÒË�È?Çgí Æ«È?ÒOÐ«Ã?Ñ;ËÉ
Å�Î?Ë2ÄZî;Æ«Ð«Æ«Å�Ø©Å�Ç�Ò�Î?Ç%ÇyÉ�Ë2ÄZÏ�ÇrÈ;Ô�Ì�ÄrÒOÅ�ÇrÊ�Æ«ògÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É�ÇZÌjÅ�Î?Ë�ÒOÃ;Ê�Ê�ËOÈRÅ�Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ¬ÄZÅTËOÕ4ËOÊ�ØÌ�ÄrÒËyÛ

°OZ8� º 
 »��&�]
&�|�¶�����������³¼d%��������J%����½�³%������]�
nêË�Ï#ÄØ#ËOÏ�Ö;Ð�ÇgØÄZÐ«Ô4ËOî;Ê�ÄZÆ�ÒFÖ;Ê�ÇrÖ'ËOÊ�Å�Æ�ËÉ�ÇZÌ�ÇrÖ�ËOÊ�ÄZÅ�ÇrÊ�ÉNÅ�Ç2Ò�ÎCÄZÈ;Ô4ËFÅ�Î?ËFËXì)Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈÅ�ÎCÄZÅNÆ�É¦Ê�ËÑ7Ã?ÒËÑÅ�Ç�ÇrÈ?Ë�ÇZÌ
Æ«Å�É�É�Ã;î�ËXì)Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ?É|Û�ù�Î?ËTÄrÑ7ÕrÄZÈ%Å�ÄZÔ4ËÉ�ÇZÌ'É�Ã?Ò�Î#ÄFÅ�Ê�ÄZÈ?É�Ì¡ÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�ÇrÈ#Ò|ÄZÈ�î'Ë§É�ËËOÈmÆ«È�Å�Î?Ë�Ï�ÇrÅ�Æ«ÕyÄZÅ�Æ«È;Ô�ËXì?ÄZÏ�Ö;Ð�ËÉ
ÔyÆ«Õ4ËOÈªÆ«È�É�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ ¡ Û�b�È�ÖCÄZÊ�Å�Æ�ÒOÃ;Ð�ÄZÊ|ÚCí¦Ë�Ð�Ç)Ç$c�ÄZÅ§Å�í¦Ç#Ö;Ê�ÇrÖ'ËOÊ�Å�Æ�ËÉ

; � ?b.¿¾�-&.42 � =5/]2�;�6L?�-�À@68Á ¥Ü� =K6L/�9 b�Ì¥í¦Ë�ÎCÄÕ4Ë�Ä#Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ¬ÇZÌ¥Å�Î?Ë2ÌÍÇrÊ�Ï Ê�ËÑ7Ã?ÒË
(⊕, fp, exp1 ⊕ exp2)

Ú
Å�Î?ËOÈ�íNË2Ï#Ä|Ø�Å�Ê�ÄZÈ?É�Ì¡ÇrÊ�Ï Æ«Å�Å�Ç#Ê�ËÑ7Ã?ÒË

(⊕, fp, exp1) ⊕
Ê�ËÑ7Ã?ÒË

(⊕, fp, exp2)
Û ö Æ«È?ÒË�íNË2ÎCÄ|Õ4Ë�É�Æ«Ï�Ö;Ð«ØªÉ�ËOÖCÄ�ð

Ê�ÄZÅ�ËÑ©Å�Î?Ë�ÇrÊ�Æ«ÔyÆ«ÈCÄZÐ�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ\Æ«ÈRÅ�ÇmÅ�í¦ÇmÖCÄZÊ�ÄZÐ«Ð�ËOÐ�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É|Ú)Ö'ÇyÉ�É�Æ«î;Ð«Ø�ËXì)Ö�ÇyÉ�Æ«È;Ô�Ä�ÔyÊ�Ë|ÄZÅ�ËOÊ§ÄÕyÄZÆ«Ð�ÄZî;Ð�ËxÊ�ËOÃ?É�Ë
Æ«È�î�ÇrÅ�Î1Ú;í¦Ë�Ò|ÄZÈ¬ÄZÐ«íNÄØ7ÉTÖ�ËOÊ�Ì¡ÇrÊ�Ï�Å�Î;Æ�ÉTÉ�Å�ËOÖ�î�ËXÌÍÇrÊ�ËxíNË�î�ËOÔyÆ«ÈªÇrÃ;Ê�ÄZÈCÄZÐ«Ø7É�Æ�É|Û

> 6L3Â=52(6   N)=K6ÄÃ)68=Å+ b�Ì
⊗
Ñ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�ËÉ�Ç|Õ4ËOÊ

⊕
ÄZÈ?Ñ

exp1

ÎCÄrÉ�Ä|ÕrÄZÆ«Ð�ÄZî;Ð�Ë2Ê�ËOÃ?É�Ë�É�Ã?Ò�ÎªÅ�ÎCÄZÅ

N (fp) ∩ ELS(D) ⊆ AR(Dexp1
)

ÄNÊ�ËÑ7Ã?ÒË�ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ7Å�Î?ËjÌ¡ÇrÊ�ÏúÊ�ËÑ7Ã?ÒË
(⊕, fp, exp1⊗exp2)

Ò|ÄZÈ�î�ËjÅ�Ê�ÄZÈ?É�Ì¡ÇrÊ�Ï�ËÑ�Å�Ç
exp1⊗

Ê�ËÑ7Ã?ÒË
(⊕, fp, exp2)

Û
ù�Î?Ë�Å�Ê�ÄZÈ?É�ÌÍÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Ú7Î?ËOÊ�ËyÚ)Ï#Ä|Ø�Ê�ËÂRÃ;Æ«Ê�Ë�Ä�Ò�ÎCÄZÈ;Ô4ËxÇZÌ1Å�Î?Ë�Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ©ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ©î;Ã;ÅNÏ#ÄØ#Ö'ÇyÉ�É�Æ«î;Ð«Ø�ËXì)Ö�ÇyÉ�Ë
ÔyÊ�Ë|ÄZÅ�ËOÊ�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�î'ËÒ|ÄZÃ?É�ËxÆ«ÅTÆ�É§Å�Î?Ë�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ¬ÇZÌ�Ä�É�Ã;î'ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ1Û¥ù�Î;Æ�É�Ò|ÄrÉ�ËxÆ�É§Õ4ËOÊ�Ø�É�Æ«Ï�Æ«Ð�ÄZÊTÅ�Ç�Å�Î?Ë�Ò|ÄrÉ�Ë
Ñ7Æ�É�ÒOÃ?É�É�ËÑ�Æ«È�É�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ¶}7Û ¡ í§Î?ËOÊ�Ë�í¦Ë2È?ËËÑ�Å�Ç�ÇrÈ;Ð«Ø�ÒÇrÈ?É�Æ�Ñ;ËOÊxÄmÙ?È;Æ«Å�Ë�ÈRÃ;Ï�î'ËOÊxÇZÌ�Ñ;ËÒÇrÏ�Ö'ÇyÉ�Æ«Å�Æ�ÇrÈ?É�Ö�ÇyÉ�É�Æ«î;Ð�Ë
ÄrÉ�ÄmÊ�ËÉ�Ã;Ð«Å�ÇZÌ�Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ�Ì�ÄrÒOÅ�ÇrÊ�Æ«È;Ô?Û�YFËOÊ�ËyÚ7í¦Ë�íNÇrÃ;Ð�ÑªÎCÄÕ4Ë�Å�Ç�Ì¡ÄrÒOÅ�ÇrÊ�Æ«ò|Ë�Å�Î?Ë�Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ�É�Ã?Ò�ÎªÅ�ÎCÄZÅ

N (f ′

p) ⊂ N (fp) ∩ AR(Dexp1
)

ö Æ«È?ÒËªËXì7Ö;Ð�ÇrÆ«Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ ÇZÌ�Ñ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Æ«Õ)Æ«Å�Ø ÇrÈ;Ð«ØñÊ�ËÉ�Ã;Ð«Å�É�Æ«ÈüÙ?È;Æ«Å�ËOÐ«ØüÏ#ÄZÈ%Ø³Ö'ÇyÉ�É�Æ«î;Æ«Ð«Æ«Å�Æ�ËÉ|Ú¥íNËªÔ4ËOÅ#Ä×É�ËOÅ�ÇZÌ
Ð�ÄZÅ�Å�Æ�ÒËÉ�ÒÇrÊ�Ê�ËÉ�Ö�ÇrÈ?Ñ7Æ«È;ÔªÅ�Ç\Å�Î?Ë�Ê�ËÂ%Ã;Æ«Ê�ËÑ×Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É|Û_^�ÔRÄZÆ«È1Ú]Æ«ÈÝÇrÃ;ÊmÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;ÏªÚ1Å�Î?Ë�ÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐ«Æ«Å�Ø×Ò�Î?ÇrÆ�ÒË
í§Æ«Ð«Ð]È?Çgí Æ«È?ÒOÐ«Ã?Ñ;Ë2Å�Î?Ë2ÄZî;Æ«Ð«Æ«Å�Ø�Å�Ç�Ò�Î?Ç%ÇyÉ�Ë�ÄZÏ�ÇrÈ;Ô#Ö�ÇyÉ�É�Æ«î;Ð�Ë�ÄZÖ;Ö;Ð«Æ�Ò|ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É�ÇZÌ�Å�Î?Ë�Ñ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Æ«Õ)Æ«Å�Ø�Ö;Ê�ÇrÖ�ËOÊ�Å�ØªÇZÌ
ÇrÖ�ËOÊ�ÄZÅ�ÇrÊ�ÉTÅ�Ç�Ê�ËÑ7Ã?ÒË�Å�Î?Ë�ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�ØªÇZÌjÅ�Î?ËxÊ�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ¬ÄZÅ�ËOÕ4ËOÊ�Ø#Ì�ÄrÒË�Æ«È�Å�Î?ËxÌ�ÄrÒËxÐ�ÄZÅ�Å�Æ�ÒËyÛ

Æ Ç �&�.��È�É ¼§»7��½ ²ñ�]�_��À�¿@��ºYÀ�¼T¹�Ê
ÇÌË ² ÍK��¿�¼�¹�½]�§»:UÎÍFºC»�¾�¿]ºY¾�»*� R »7��½�À�¿1ºYÀ�¼T¹

oFÇ|í�Ú4íNË�í§Æ«Ð«ÐCÉ�Î?Çgí³Å�Î?ËTÄZÖ;Ö;Ð«Æ�Ò|ÄZî;Æ«Ð«Æ«Å�Ø�ÇZÌ8ÇrÃ;Ê�ÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;Ï Å�Ç�ÄFÊ�Ë|ÄZÐ;í¦ÇrÊ�Ð�Ñ#Ö;Ê�Çrî;Ð�ËOÏªÛ � o1^ É�ËÒÇrÈ?Ñ?ÄZÊ�Ø�É�Å�Ê�Ã?ÒXð
Å�Ã;Ê�ËTÖ;Ê�ËÑ7Æ�ÒOÅ�Æ�ÇrÈ©Æ�É¦Ä�Î;Æ«ÔyÎ;Ð«Ø�ÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�Ë�Æ«È%Å�ËOÈ?É�Æ«Õ4Ë�ÒÇrÏ�Ö;Ã;Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Û�Ájì)Å�ËOÈ?É�Æ«Õ4ËTÊ�ËÉ�Ë|ÄZÊ�Ò�ÎÆ«ÈÅ�Î?ËTî;Æ�ÇrÆ«È7Ì¡ÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�ÒÉ
ÒÇrÏ�Ï2Ã;È;Æ«Å�Ø×ÎCÄrÉ�î�ËËOÈêÑ7Æ«Ê�ËÒOÅ�ËÑøÄZÅ�Å�Î?Ë�Æ«Ï�Ö;Ê�Ç|Õ4ËOÏ�ËOÈ%ÅmÇZÌNÅ�Î?Ë�Ê�Ã;È;È;Æ«È;ÔªÅ�Æ«Ï�Ë�ÇZÌ�Å�Î?ËÉ�Ë�ÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;Ï�É|Û�YFËOÊ�ËyÚ
í¦ËFÅ�Ä�c4ËxÄmÒËOÐ�ËOî;Ê�ÄZÅ�ËÑÊ�ËÉ�Ã;Ð«Å�µ�q · ÄZÈ?Ñ\É�Î?Ç|íóÅ�ÎCÄZÅ�Æ«Å¦Æ�É§ÄZÈ©Æ«È?É�Å�ÄZÈ?ÒËxÇZÌ]Å�Î?Ë�ÎCÄZÈ?Ñ©ÇrÖ;Å�Æ«Ï�Æ«ògÄZÅ�Æ�ÇrÈªÇZÌjÄ2É�Ö�ËÒOÆ�ÙCÒ
Ö;Ê�Çrî;Ð�ËOÏ Å�ÎCÄZÅTÇrÃ;ÊFÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;Ï í¦ÇrÃ;Ð�Ñ�ÇrÖ;Å�Æ«Ï�Æ«ò|Ë2ÄZÃ;Å�ÇrÏ#ÄZÅ�Æ�Ò|ÄZÐ«Ð«Ø4Û

b�È?É�Å�Ë|ÄrÑ#ÇZÌ]É�Î?Ç|í§Æ«È;Ô�ÄZÐ«ÐCÅ�Î?ËFÑ7Æ���ËOÊ�ËOÈ%ÅNÌ¡ÄrÒË�Ð�ÄZÅ�Å�Æ�ÒËÉNÇZÌ1Å�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�ÒÇrÊ�Ê�ËÉ�Ö'ÇrÈ?Ñ7Æ«È;ÔmÅ�ÇmÑ7Æ���ËOÊ�ËOÈ%Å¦Ö;Ê�Ç�d�ËÒXð
Å�Æ�ÇrÈ©Ì¨Ã;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?ÉTÄZÈ?Ñ©Å�Î?ËxÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐ1É�ËOÐ�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈªÇZÌ]Å�Î?ËxÒ�Î?ÇrÆ�ÒË�ÄZÅ�ËOÕ4ËOÊ�Ø#Ì¡ÄrÒËyÚ)íNË�É�Æ«Ï�Ö;Ð«Ø#É�Î?ÇgíúÅ�Î?ËFÒ�Î?ÇrÆ�ÒËÉ§ÇrÃ;Ê
ÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;Ï íNÇrÃ;Ð�Ñ�Ï#Ä�c4Ë2ÄZÈ?Ñ�Å�Î?Ë�ÄrÉ�É�Ç)ÒOÆ�ÄZÅ�ËÑ\Å�Ê�ÄZÈ?É�ÌÍÇrÊ�Ï#ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?ÉgÛ

� o1^ É�ËÒÇrÈ?Ñ?ÄZÊ�Ø�É�Å�Ê�Ã?ÒOÅ�Ã;Ê�Ë�Ö;Ê�ËÑ7Æ�ÒOÅ�Æ�ÇrÈ©VÍÇZÌ¥Ä�É�Ö�ËÒOÆ�ÙCÒ�c)Æ«È?Ñ�XNÆ�ÉTËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�ËÑªÄrÉ

V BI =
Ê�ËÑ7Ã?ÒË

(min, fp,

U s



sz.(i, j, i′, j′ → i′ − i + j − j′ − 2) +

lop.(i, j, i′, j′ → |i′ − i − j + j′|) +

sz′.(i, j, i′, j′ → i′ − i + j − j′ − 2) +

st.(i, j, i′, j′ → i′, j′) +
V U4U X

st.(i, j, i′, j′ → i, j) +

V.(i, j, i′, j′ → i′, j′))

í§Î?ËOÊ�Ë
fp

Æ�É
(i, j, i′, j′ → i, j)

ÄZÈ?Ñ
i < i′ < j′ < j

Û[nêË�È?ÇrÅ�Ë�Å�ÎCÄZÅ
(i, j, i′, j′ → |i′ − i − j + j′|)

Ò|ÄZÈªî�Ë
Ñ7Æ«Õ)Æ�Ñ;ËÑÆ«È%Å�Ç�Å�íNÇmÒ|ÄrÉ�ËÉ|Ú7ÇrÈ?Ë�í§Î?ËOÈ

i′ − i− j + j′ ≥ 0
ÄZÈ?ÑÅ�Î?ËxÇrÅ�Î?ËOÊ

i′ − i− j + j′ < 0
Û&ª1ËOÅ�Ã?É�ÄrÉ�É�Ã;Ï�Ë

Å�Î;Æ�É�É�ËOÖCÄZÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ�ÎCÄrÉ�î'ËËOÈ�Ï#ÄrÑ;Ë�Æ«ÈªÅ�Î?Ë2Ö;Ê�ËOÖ;Ê�Ç%ÒËÉ�É�Æ«È;Ô©ÄZÈ?ÑªÆ«È�Å�Î;Æ�É�Ñ;ËOÏ�ÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ¬í¦Ë2í§Æ«Ð«Ð]íNÇrÊ)cªÇrÈªÅ�Î?Ë
Ò|ÄrÉ�Ë�í§Î?ËOÈ

i′ − i− j + j′ ≥ 0
Û�ù�Î?ËxÇrÅ�Î?ËOÊNÒ|ÄrÉ�Ë�í§Æ«Ð«Ð'î�Ë�Æ�Ñ;ËOÈ%Å�Æ�Ò|ÄZÐ1É�Æ«È?ÒË�Å�Î?ËxÉ�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�ÇZÌ]Å�Î?ËFÉ�Ã;î�ËXì)Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ

Æ�É§Å�Î?Ë�É	ÄZÏ�ËyÛ
nêË�È?ÇrÅ�Ë�Å�ÎCÄZÅ|Ú

st.(i, j, i′, j′ → i, j)
Æ�É�É�Ã?Ò�ÎêÅ�ÎCÄZÅ

N (fp) ∩ ELS(D) ⊆ (ARst1)
ÄZÈ?Ñ

+
Ñ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�ËÉ

Ç|Õ4ËOÊ
min

Û�ù�ÎRÃ?É|Ú?ÇrÃ;ÊFÄZÈCÄZÐ«Ø)É�Æ�ÉTÏ#ÄØ�Ñ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Ë
st.(i, j, i′, j′ → i, j)

ÇrÃ;Å�ÇZÌ�Å�Î?Ë�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û

V BI = st +
Ê�ËÑ7Ã?ÒË

(min, fp,

sz.(i, j, i′, j′ → i′ − i + j − j′ − 2) +

lop(i, j, i′, j′ → i′ − i − j + j′) +

sz′.(i, j, i′, j′ → i′ − i + j − j′ − 2) +

st.(i, j, i′, j′ → i′, j′) +

V.(i, j, i′, j′ → i′, j′))

oFÇrÅ�Ë�Å�ÎCÄZÅ
sz
ÄZÈ?Ñ

sz′
ÎCÄ|Õ4Ë�Å�Î?ËFÉ�ÄZÏ�ËxÑ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈ?ÒOØÄZÈ?Ñ©Å�ÎRÃ?ÉNí§Æ«Ð«Ð�î'ËxÄZÏ�ËOÈCÄZî;Ð�ËFÅ�Ç�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�ÄZÐ�ÇrÈ;ÔmÅ�Î?Ë

É�ÄZÏ�ËFÉ�ÖCÄrÒËyÛ�ë?ÇrÊ�É�Æ«Ï�Ö;Ð«Æ�ÒOÆ«Å�Ø4Ú7íNË�Ï#Ä|Ø�Ê�ËOÖ;Ð�ÄrÒËFÅ�Î?ËÉ�Ë�Å�í¦Ç�É�Ã;î�ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ?É¦îRØ
sz′′.(i, j, i′, j′ → i′ − i+ j −

j′ − 2)
Û ö Æ«Ï�Æ«Ð�ÄZÊ�Ð«Ø4Ú�ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ?É�ÇZÌ

st
ÄZÈ?Ñ

V
Ò|ÄZÈøî'ËmÊ�ËOÖ;Ð�ÄrÒËÑêí§Æ«Å�ÎñÄZÈêËXì)Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ×Å�ÎCÄZÅ�ÎCÄrÉ�Å�Î?Ë�É�ÄZÏ�Ë

Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈ?ÒË2ÇrÈ�Ä�Ð�Ç)Ò|ÄZÐ8ÕrÄZÊ�Æ�ÄZî;Ð�Ë
g
Ú;í§Î;Æ�Ò�Î�Æ�É�Å�Î?Ë�Ö'ÇrÆ«È%Å�í§Æ�É�ËmÄrÑ;Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ

st
ÄZÈ?Ñ

V
Û

V BI = st +
Ê�ËÑ7Ã?ÒË

(min, fp,

sz′′.(i, j, i′, j′ → i′ − i + j − j′ − 2) +

lop(i, j, i′, j′ → i′ − i − j + j′) +

g.(i, j, i′, j′ → i′, j′))

ª1ËOÅ�Ã?É�È?Çgí³Ð�Ç%Ç$c�ÄZÅjÅ�Î?Ë�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�ÇZÌCÅ�Î?ËNÅ�Î;Ê�ËË§É�Ã;î�ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ?É|Û
sz′′

Æ�É�É�ÎCÄZÊ�ËÑ�ÄZÐ�ÇrÈ;Ô�Å�Î?Ë
3
ð�Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈCÄZÐ

É�ÖCÄrÒË©É�ÖCÄZÈ;È?ËÑ.îRØ
(1, 0, 1, 0)

Ú
(0, 1, 0, 1)

ÄZÈ?Ñ
(1, 1, 0, 0)

Ú
lop

É�ÎCÄZÊ�ËÑüÄZÐ�ÇrÈ;Ô�Å�Î?Ë
3
ðxÑ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈCÄZÐ�É�ÖCÄrÒË

É�ÖCÄZÈ;È?ËÑ îRØ
(1, 0, 1, 0)

Ú
(0, 1, 0, 1)

ÄZÈ?Ñ
(1,−1, 0, 0)

ÚxÄZÈ?Ñ
g
É�ÎCÄZÊ�ËÑ ÄZÐ�ÇrÈ;Ô.Å�Î?Ë

2
ð�Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈCÄZÐ�É�ÖCÄrÒË

É�ÖCÄZÈ;È?ËÑ�î%Ø
(1, 0, 0, 0)

Ú
(0, 1, 0, 0)

Û�ù�Î?Ë�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�ÇZÌ�Å�Î?Ë�ËOÈRÅ�Æ«Ê�Ë�ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ�Æ�É
φ
É�Æ«È?ÒËxÅ�Î?ËxÆ«È%Å�ËOÊ�É�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ

É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô#ÇZÌjÆ«Å�ÉTÉ�Ã;î�ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ?É§Æ�É§Å�Ê�Æ«Õ)Æ�ÄZÐ�Û
g Ã;Ê�ÄZÈCÄZÐ«Ø)É�Æ�É�íNÇrÃ;Ð�Ñ¬ÒÇrÈ?É�Æ�Ñ;ËOÊ�Å�Î?Ë2Ã?É�Ë�ÇZÌ�Ñ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Æ«Õ%Æ«Å�Ø�ÄZÔRÄZÆ«È�Å�Ç©Ò�ÎCÄZÈ;Ô4ËmÅ�Î?Ë�ËXì)Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ�Æ«È?É�Æ�Ñ;Ë2Å�Î?Ë

Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÄZÈ?Ñ©Å�ÎRÃ?ÉTÖ'ÇrÅ�ËOÈ%Å�Æ�ÄZÐ«Ð«Ø©ËXì7Ö'ÇyÉ�Ë�Ï�ÇrÊ�Ë�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô?Û�^�È%ØÇZÌ�Å�Î?ËFÉ�Ã;î'ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ?É�Ï#Ä|Øî�ËxÑ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�ËÑ
ÇrÃ;Å|ÛtYFÇ|íNËOÕ4ËOÊ|Ú§Ñ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Æ«È;Ô

g
ÇrÃ;Å#í¦ÇrÃ;Ð�Ñ Æ«È%Õ4ÇrÐ«Õ4Ë�Ò�ÎCÄZÈ;ÔyÆ«È;ÔøÅ�Î?Ë�Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ³ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈôÅ�Ç

i, j, i′, j′ →
i, j, i′, j′

É�Æ«È?ÒË
N (fp) ∩ AR(Dg) = φ

Û§ù�Î?Ë�Ñ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Æ�ÇrÈÝÇZÌ�ËOÆ«Å�Î?ËOÊxÇZÌ�Å�Î?Ë2ÇrÅ�Î?ËOÊFÅ�íNÇËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ?É�ÇrÃ;Å�ÇZÌ
Å�Î?Ë�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÄrÒ�Î;Æ�ËOÕ4ËÉ�É�Æ«Ï�Æ«Ð�ÄZÊTÊ�ËÉ�Ã;Ð«Å�É|Û&ª1ËOÅ�Ã?É§Ð�Ç%Ç$c©Æ«ÈRÅ�ÇÑ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Æ«È;Ô

sz′′
ÇrÃ;Å|Û

ù�Î?Ë�Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÌÍÃ;È?ÒOÅ�Æ�ÇrÈªí§Æ«Ð«Ð1ÎCÄ|Õ4Ë�Å�Ç�î�ËFÌ¡ÄrÒOÅ�ÇrÊ�Æ«ò|ËÑ�É�Ã?Ò�Î�Å�ÎCÄZÅTÅ�Î?Ë�ÌÍÇrÐ«Ð�Çgí§Æ«È;Ô#Ö;Ê�ÇrÖ�ËOÊ�Å�Ø\Î?ÇrÐ�Ñ;É

N (fp1
) = N (fp) ∩ AR(Dsz′′)

U {



í§Î?ËOÊ�Ë
fp1

Æ�É¦Å�Î?Ë�Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ©ÇZÌ1Å�Î?Ë�Æ«È;È?ËOÊNÊ�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û
N (fp1

) = {(0, 0, 1, 1)}
ÄZÈ?Ñ#Ì¡ÇrÊ�Å�Î;Æ�ÉNÖ;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ

Å�Î?ËxÉ�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�ÇZÌ]Å�Î?ËxËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ\Æ«È?É�Æ�Ñ;ËxÅ�Î;Æ�ÉNÊ�ËÑ7Ã?ÒËxÆ�É�Å�Î?ËFÆ«ÈRÅ�ËOÊ�É�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ�Å�Î?Ë�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�ÇZÌ
lop

ÄZÈ?Ñ
g
í§Î;Æ�Ò�Î

Æ�É§Å�Î?Ë�É�ÖCÄrÒË�É�ÖCÄZÈ;È?ËÑ�îRØ
rE = (1,−1, 0, 0)

Û
oFÇ|í Å�ÎCÄZÅ�ÇrÈ?Ë�Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ.ÇZÌ§É�ÎCÄZÊ�Æ«È;ÔªÎCÄrÉ�î'ËËOÈøËXì7Ö�ÇyÉ�ËÑ¬ÌÍÇrÊ�Å�Î?Ë#ËXì)Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈêÆ«È?É�Æ�Ñ;Ë�Å�Î?Ë�Ê�ËÑ7Ã?ÒËyÚjÄZÐ«Ð

Å�ÎCÄZÅ�È?ËËÑ;É�Å�Çxî�Ë�Õ4ËOÊ�Æ�ÙCËÑ�Æ�Éjí§Î?ËOÅ�Î?ËOÊ�ÒÇrÈ%Å�ÄZÆ«È;Ï�ËOÈRÅNÆ�É�É�ÄZÅ�Æ�É�ÙCËÑ8Ú%ÄZÈ?Ñ�Å�Î;Æ�É�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�Ò|ÄZÈ�î'Ë§ËXì7Ö;Ð�ÇrÆ«Å�ËÑ8Û�ZNÇrÈ7ð
É�Æ�Ñ;ËOÊ�Æ«È;Ô�Å�Î?Ë§É�ËOÅ¥ÇZÌ'î�ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô2ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�É¦ÇZÌ'Å�Î?ËTÑ;ÇrÏ#ÄZÆ«È

{i, j, i′, j′|i < i′ < j′ < j, i′− i > j−j′}
í§Î;Æ�Ò�Î

î�ËÒÇrÏ�ËÉ
{(−1, 0, 1, 0), (0, 0,−1, 1), (0, 1, 0,−1), (−1,−1, 1, 1)}

ÛNù�Î?Ë¥î�ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô�ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å
(0, 0,−1, 1)Æ�É�Æ«ÈCÄrÒOÅ�Æ«Õ4Ë\ÄrÉmÉ�ÄZÅ�Æ�É�ÙCËÉ®V
�ÜXXÛ�ëCÇrÊ�ÄZÐ«ÐNÅ�Î?Ë#ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�É|Ú

(−1, 0, 1, 0)
Ú
(0, 1, 0,−1)

ÄZÈ?Ñ
(−1,−1, 1, 1)

Ú¥Å�Î?Ë
Ñ7Æ«Ê�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈñÄZÐ�ÇrÈ;Ô

−rE

É�ÄZÅ�Æ�É�ÙCËÉ�Å�Î?Ë�ÕyÄZÐ«Æ�Ñ7Æ«Å�ØêÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�É|Û�b�È.ÄrÑ;Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ1Ú�Æ«Å�ÄZÐ�É�ÇªÉ�ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�ËÉ�Å�Î?Ë�î'ÇrÃ;È?Ñ?ÄZÊ�Ø
(−1,−1, 1, 1)

ÛNù�ÎRÃ?É|Ú?í¦ËxÏ#ÄØ\É�Ã?ÒÒËÉ�ÌÍÃ;Ð«Ð«Ø\ËXì)Ö;Ð�ÇrÆ«Å§Å�Î?Ë�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô#ÄZÈ?Ñ\Å�Î?Ë�Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈ?ÒË�í§Æ«Å�ÎªÅ�Î?ËxÊ�ËÉ�Ã;Ð«Å�É�Æ�É
rX = fp1

(−rE) = (−1, 1, 0)
Û

^�Ì¨Å�ËOÊ�Ì�ÄrÒOÅ�ÇrÊ�Æ«ògÄZÅ�Æ�ÇrÈ¬ÄZÈ?Ñ�Ñ7Æ�É�Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Æ�ÇrÈ1Ú?Å�Î?ËxÅ�Ê�ÄZÈ?É�Ì¡ÇrÊ�Ï#ÄZÅ�ËÑ�ËÂ%ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É�ÄZÊ�ËyÚ

V BI = st +
Ê�ËÑ7Ã?ÒË

(min, (i, j, k → i, j),

sz′′.(i, j, i′, j′ → i′ − i + j − j′ − 2) + X)

X =
Ê�ËÑ7Ã?ÒË

(⊕, (i, j, i′, j′ → i, j, i′ − j′),

lop(i, j, i′, j′ → i′ − i − j + j′) +

g.(i, j, i′ , j′ → i′, j′))

b�È�Å�Î?Ë�È?ËXì7ÅTÉ�Å�ËOÖ1Ú;í§Î?ËOÈ�É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô#Æ�ÉTËXì)Ö;Ð�ÇrÆ«Å�ËÑ8Ú?Å�Î?ËÉ�Ë�ËÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ?ÉFÄZÊ�Ë�Å�Ê�ÄZÈ?É�Ì¡ÇrÊ�Ï�ËÑ�Å�Ç

V BI = st +
Ê�ËÑ7Ã?ÒË

(min, (i, j, k → i, j),

sz′′.(i, j, i′, j′ → i′ − i + j − j′ − 2) + X)

X =
Ò|ÄrÉ�Ë
{i, j, k|i = j − 3} : X ′

{i, j, k|i < j − 3} : X.(i, j, k → i + 1, j − 1, k) + X ′

ËÉ�ÄrÒ
X ′ =

Ê�ËÑ7Ã?ÒË
(⊕, (i, j, i′, j′ → i, j, i′ − j′),DX′ :

lop(i, j, i′, j′ → i′ − i − j + j′) +

g.(i, j, i′, j′ → i′, j′)))

í§Î?ËOÊ�Ë
DX = {i, j, i′, j′|1 ≤ i′ − i ≤ 3}|{i, j, i′ , j′|1 ≤ j − j′ ≤ 3}

ÚCÅ�Î?Ë�ý�Ð�ËXÌ¨Å�ð�ÇgÕ4ËOÊ�þ�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È?É|Û g Ã;ÊTÙ?ÈCÄZÐ
Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈªÎCÄrÉ�ÄmÖ�ÇrÐ«Ø)È?ÇrÏ�Æ�ÄZÐ1ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì)Æ«Å�Ø\ÇZÌ�ÇrÊ�Ñ;ËOÊ

3
Û¥ù�Î?Ë�ÇrÊ�Æ«ÔyÆ«ÈCÄZÐ1Ö;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏ�ÎCÄrÑªÄ�ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø�ÇZÌjÇrÊ�Ñ;ËOÊ

4
Û

Ï Ðô¼�¹�¿@��¾]�CÀ�¼T¹]�¨��¹�½ÒÑ�¾�º'¾2»7�ÓÉ ¼§»�Ô
b�ÈøÖCÄZÖ�ËOÊ|Ú�íNË�ÎCÄ|Õ4Ë#Ö;Ê�ËÉ�ËOÈ%Å�ËÑñÅ�Î?Ë#ÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐ�É�Æ«Ï�Ö;Ð«Æ�ÙCÒ|ÄZÅ�Æ�ÇrÈ³ÇZÌTÄ�É�Æ«È;ÔyÐ�Ë�Ê�ËÑ7Ã?ÒË©ËÂ%ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ.Ö;Ê�ÇgÕ%Æ�Ñ;ËÑ.Å�ÎCÄZÅ
Å�Î?Ë�Ê�ËOÃ?É�ËxÆ«È�Å�Î?Ë�î'Ç)Ñ7Ø\ÇZÌ�ÄmÊ�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�íNÄrÉ�É�Ö'ËÒOÆ�ÙCËÑ8Û A ËOÅ�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ¬ÇZÌ�Å�Î;Æ�É§Ê�ËOÃ?É�Ë�Ê�ËÂRÃ;Æ«Ê�ËÉFÄmÖ;Ê�ËOÖ;Ê�Ç%ÒËÉ�É�Æ«È;ÔÄrÉ�Æ«È?Ñ7Æ�Ò|ÄZÅ�ËÑñÆ«ÈñÉ�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ©{7Û U Û�ù�Î?ËÒ�Î?ÇrÆ�ÒË©ÇZÌ�ËXì)Ö;Ð�ÇrÆ«Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈüÇZÌTÉ�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô�í§Æ«Å�Î;Æ«ÈñÅ�Î?Ë#ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�Æ�ÇrÈ

E
Æ«ÈñÇrÈ?Ë

Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈmÏ�Æ«ÔyÎRÅjÆ«È�´?Ã?ËOÈ?ÒË¦ÇrÅ�Î?ËOÊ�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É�Æ«ÈmÄ§Ö;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏ ÄZÈ?Ñ�Å�Î?ËOÊ�ËXÌÍÇrÊ�Ë�í¦Ë¦È?ËËÑ�Å�ÇFËXì)Å�ËOÈ?Ñ�ÇrÃ;Ê�ÄZÈCÄZÐ«Ø7É�Æ�É
Å�Ç�Ä�ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËOÅ�Ë2Ö;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏ�Ê�ÄZÅ�Î?ËOÊTÅ�ÎCÄZÈ�Ä�É�Æ«È;ÔyÐ�Ë�ËÂRÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Û

^�È?ÇrÅ�Î?ËOÊxÄrÉ�Ö'ËÒOÅ�Å�ÎCÄZÅ�í¦Ë�ÎCÄÕ4Ë�È?ÇrÅxÒÇ|Õ4ËOÊ�ËÑ¬Æ«È�Å�Î;Æ�É�ÖCÄZÖ'ËOÊ�Æ�É�Å�Î?Ë2Æ«Ï�ÖCÄrÒOÅFÇZÌ�ËXì7Ö;Ð�ÇrÆ«Å�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ×ÇZÌ¥É�ÎCÄZÊ�Æ«È;Ô
ÇrÈ�ÇrÅ�Î?ËOÊTÖ;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏ ÄZÈCÄZÐ«Ø)É�ËÉTÐ«Æhc4Ë�É�Ò�Î?ËÑ7Ã;Ð«Æ«È;Ô\ÄZÈ?Ñ�ÖCÄZÊ�ÄZÐ«Ð�ËOÐ«Æ«ògÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Û

nêËFÎCÄÕ4Ë�ËOÈ?ÒÇrÃ;È%Å�ËOÊ�ËÑ�É�ÇrÏ�ËxËXì?ÄZÏ�Ö;Ð�ËÉ�í§Î?ËOÊ�Ë�Ä�dvÃ?Ñ7Æ�ÒOÆ�ÇrÃ?É�âOá ä¡äÍå¨çGP ÇrÊNÆ«È?Ñ;ËXì\É�ËOÅ§É�Ö;Ð«Æ«Å�Å�Æ«È;Ô�Ò|ÄZÈ�ËOÈCÄZî;Ð�Ë
ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø×Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ?É�Å�ÎCÄZÅ2ÒÇrÃ;Ð�Ñ×È?ÇrÅ�î�Ë�É�Æ«Ï�Ö;Ð«Æ�ÙCËÑøîRØÝÇrÃ;ÊmÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;ÏªÛ�b�Å�Æ�É2ÄZÈ.ÇrÖ'ËOÈøÂ%Ã?ËÉ�Å�Æ�ÇrÈêÎ?Çgí

U }



É�Ã?Ò�Îøý�Ö;Ê�ËXð�Ö;Ê�Ç)ÒËÉ�É�Æ«È;Ôrþ©Å�Ç�ÇrÃ;Ê�ÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;Ï Ò|ÄZÈüî�ËÑ;ÇrÈ?Ë\ÄZÃ;Å�ÇrÏ#ÄZÅ�Æ�Ò|ÄZÐ«Ð«ØüÄZÈ?ÑüÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐ«Ð«Ø4ÛÿnêË\ÒÇrÈ$d�ËÒOÅ�Ã;Ê�Ë
Å�ÎCÄZÅTÆ«Å§Æ�É§Ã;È?Ñ;ËÒOÆ�Ñ?ÄZî;Ð�Ë2Æ«ÈªÅ�Î?Ë�Ï�ÇyÉ�Å§Ô4ËOÈ?ËOÊ�ÄZÐ�Ò|ÄrÉ�ËyÛ

g Ã;Ê¦Ï�ÇyÉ�Å¥Æ«Ï�Ï�ËÑ7Æ�ÄZÅ�ËFËj��ÇrÊ�Å�É�í§Æ«Ð«Ð?î'Ë�ÇrÈ#Æ«Ï�Ö;Ð�ËOÏ�ËOÈRÅ�Æ«È;ÔmÅ�Î?ËÉ�Ë�Ï�ËOÅ�Î?Ç%Ñ;É�Æ«ÈRÅ�Ç�Å�Î?Ë�Ü�Ü^ ª�B�Y ^ ÌÍÊ�ÄZÏ�ËXð
í¦ÇrÊ)c�Û.nêË�ÄZÊ�Ë�ÄZÐ�É�Ç�Ð�Ç)Ç$c%Æ«È;ÔÌ¡ÇrÊFÄZÖ;Ö;Ð«Æ�Ò|ÄZÅ�Æ�ÇrÈ×Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È?ÉFí§Î?ËOÊ�Ë2Å�Î?Ë�î'ËOÈ?ËXÙ?Å�ÉxÇZÌ¥Å�Î;Æ�ÉxÄZÈCÄZÐ«Ø)É�Æ�É�Ò|ÄZÈ¬ÎCÄÕ4Ë�ÄZÈ
Æ«Ï�ÖCÄrÒOÅ|Û

Ç �$Sò�j»*��¹m¿H�&�
µ U8· BjÄZÃ;Ð)ëCË|ÄZÃ;Å�Ê�Æ�ËOÊ|Û A ÄZÅ�Ä ´CÇgí³ÄZÈCÄZÐ«Ø7É�Æ�É�ÇZÌYÄZÊ�Ê�ÄØ�ÄZÈ?Ñ�É�Ò|ÄZÐ�ÄZÊ�Ê�ËXÌÍËOÊ�ËOÈ?ÒËÉ|Û ¬ çCä ßXÞ çN�yäÍå¡ærçN�4kGÕ%æ á%Þ çN�$k;æ û Ö � Þ �$k�k ß kÖ Þ æ�P Þ � �_� å¢çIP Ú ¡�  V U X é ¡ qK×�{4q7Ú U5����U Û
µ ¡ · YmÛ®ª1Ë¯¬¥ËOÊ�Ô4ËyÛ Ø ç ß ç E å Þ ærç?ç ß8�#ß çYä àRß ä Þ �rç;è û æ Þ8� �yäÍåÍæyç;è àRß � Þ æ�P Þ � �_�_�#ß èt�7æ á%Þ k �°è!lrçCä3m|Ù	è ß

à)Ú � Þ�â mRåÍä ß�â ä á)Þ�ß è Þ�Û P á k}å�Ù Þ�ß è ÛwB�Î A Å�Î?ËÉ�Æ�É|ÚHª �ÝÜ�È;Æ«Õ4ËOÊ�É�Æ«Å�Þ�Ñ;Ë � ËOÈ;È?ËÉCb	ÚBb � b ö ^mÚBZ�ÄZÏ�Ö;Ã?É�Ñ;Ë�¦�Ë|ÄZÃ;Ð«Æ�ËOÃ1Ú
� ËOÈ;È?ËÉ|Ú;ë;Ê�ÄZÈ?ÒËyÚ g ÒOÅ U5���4¡ Û

µ�q · � Ã;È?Ë�¦xÛSª1Ø%È;Ô4É�ß;Ú)Ü�Æ�Ò�ÎCÄrËOÐ;�YÃ�c4ËOÊ|Ú;ÄZÈ?Ñ�Z¦Î;Ê�Æ�É�Å�Æ�ÄZÈ¹omÛ ö Û4B�ËÑ;ËOÊ�É�ËOÈ1Û�ëCÄrÉ�ÅNËOÕrÄZÐ«ÃCÄZÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌ1Æ«ÈRÅ�ËOÊ�ÈCÄZÐ�Ð�Ç)ÇrÖ?É
Æ«È�Ê�ÈCÄ�É�ËÒÇrÈ?Ñ?ÄZÊ�Ø\É�Å�Ê�Ã?ÒOÅ�Ã;Ê�Ë�Ö;Ê�ËÑ7Æ�ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û�à åÍæyå¢ç û æ Þ8� �yäÍå â è Ú U {�V
}ÜX é s4s   ×Rs4sR{7Ú U5����� Û

µ s · bXÛ4©�Û4ÜÝÄrÒÑ;ÇrÈCÄZÐ�Ñ8Û8ù�Î?Ë§Õ4ÇrÐ«Ã;Ï�Ë�ÇZÌ1ÄxÐ�ÄZÅ�Å�Æ�ÒË�Ö'ÇrÐ«Ø)Î?ËÑ7Ê�ÇrÈ1Û Ö Þ æ â s&á&� ��� s Ö mRå3kâs�¢�æ â s ÚS{ � é � U5� ×�� ¡ }7Ú U5� }4q7Û
µ�{ · ZFÛ×ÜÝÄZÃ;Ê�ÄrÉ|Û �£ã Ö ä �æåñá ç kh�rçGPR�5P ßçÛPjOá �4äÍåÍærçCç ß ke�7æ á)Þ kh� â ærç â�ß �'äÍå¡ærç ß äÈkh� � Þ æ�P Þ � �_� �yäÍåÍæyç

à)Ú � Þ�â mRåÍä ß�â ä á)Þ�ß è���� Þ �$k3kâÙ»k ß è�è8lrç â m Þ ærç ß è ÛèB�Î A Å�Î?ËÉ�Æ�É|Ú[ª �ÝÜ�È;Æ«Õ4ËOÊ�É�Æ«Å�Þ�Ñ;Ë � ËOÈ;È?ËÉ�b	Ú�b � b ö ^mÚ�Z�ÄZÏ�Ö;Ã?É
Ñ;ËK¦�Ë|ÄZÃ;Ð«Æ�ËOÃ1Ú � ËOÈ;È?ËÉ|Ú;ë;Ê�ÄZÈ?ÒËyÚ A ËÒËOÏ�î'ËOÊ U5� � � Û

µ�} · n´ÛKB�Ã;ÔyÎ1ÛS^üÖ;Ê�ÄrÒOÅ�Æ�Ò|ÄZÐ7ÄZÐ«Ô4ÇrÊ�Æ«Å�Î;Ï Ì¡ÇrÊ�ËXì?ÄrÒOÅ�ÄZÊ�Ê�Ä|Ø2Ñ;ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ?ÒË�ÄZÈCÄZÐ«Ø7É�Æ�É|Û á�æ �]��á ç:s � áé Ú q4{�V
�ÜX é U5 4¡ ×
U4U s?Ú U5���4¡ Û

µ"� ·lê ÄÕ)Æ�ËOÊ � ËÑ;ÇrÈ#ÄZÈ?Ñ�B�ÄZÃ;Ð?ëCË|ÄZÃ;Å�Ê�Æ�ËOÊ|Û A ËOÅ�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÇZÌYÊ�ËÒOÃ;Ê�Ê�ËOÈ?ÒËÉ�Æ«È�É�ËÂRÃ?ËOÈ%Å�Æ�ÄZÐ;Ö;Ê�ÇrÔyÊ�ÄZÏ�É�í§Æ«Å�Î�Ð�Ç%ÇrÖ?É|Û�b�ÈÖ Þ æ â�ß�ß�à å¨çGPZèFæ û ä3m ß£ë ä3m ¬ çYä ßXÞ ç*�yäÍåÍæyçN�$k Ö �,�Tã)C á�ærç û ßXÞ�ß ç â�ß ærç Ö � Þ �$k3k ß k ��Þ�â mRå¨ä ß�â ä á%Þ�ß è �yç à£ã �yçGP á �5P ß è
CNá)Þ æ!� ßOÚCÖCÄZÔ4ËÉ U q ¡ × U sR{7Û ö Ö;Ê�Æ«È;Ô4ËOÊ�ð�¬¥ËOÊ�Ð�ÄZÔ?Ú U5��� q7Û

µ�� · A Û�nóÆ«Ð�Ñ;ËyÛ�^ Ð«Æ«î;Ê�ÄZÊ�ØÌ¡ÇrÊTÑ;ÇrÆ«È;Ô�Ö�ÇrÐ«Ø%Î?ËÑ7Ê�ÄZÐ�ÇrÖ'ËOÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ?É|Û¦ù]ËÒ�Î;È;Æ�Ò|ÄZÐ � ËOÖ'ÇrÊ�ÅTB�b.�$�4{7Úyb � b ö ^mÚ � ËOÈ;È?ËÉ|Ú
ë;Ê�ÄZÈ?ÒËyÚ A ËÒ U5��� q7Û ÄZÈôËXì7Å�ËOÈ?Ñ;ËÑ³Õ4ËOÊ�É�Æ�ÇrÈ ÇZÌFÅ�Î?Ë�ÄZÃ;Å�Î?ÇrÊ5�¶ÉÜ ö ù�Î?ËÉ�Æ�É|Ú¢ZNÇrÏ�Ö;Ã;Å�ËOÊ ö ÒOÆ�ËOÈ?ÒË A ËOÖ;Å|Úg Ê�ËOÔ4ÇrÈ ö Å�ÄZÅ�ËlÜ�È;Æ«Õ4ËOÊ�É�Æ«Å�Ø4Ú*ZNÇrÊ�ÕyÄZÐ«Ð«Æ�É|Ú g � Û A ËÒ U5��� q7Û

² R »�¼�¼TSò�

*lk.4/�27.I? �nm m ß ç á�����ßXÞ æ û ßLi�ß�â äÍå Erß#à å �#ß ç;èXåÍærç?èmæ û � �;æ$k°l�m ß�àrÞ �4k à æ � �rå¨ç
D
å�è ßPjOá �4kjä�æªä3m ß ç á�����ßXÞ

æ û à å �#ß ç;èXåÍærç?è�æ û åÍä¨è ßLi�ß�â äÍå EZß kqå¨ç ß � Þ è á�� è���� â	ß
ELS(D)

s
ì 2'/�/]1 ù�Î?Ë�ÈRÃ;Ï�î'ËOÊ�ÇZÌ;Ëj�8ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë¥Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?É�ÇZÌCÄ�Ö�ÇrÐ«Ø%Î?ËÑ7Ê�ÄZÐRÑ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�Æ�É1Ñ;ËXÙ?È?ËÑ�ÄrÉ]Å�Î?Ë�ÈRÃ;Ï�î'ËOÊjÇZÌ7Æ«È?Ñ7Æ�ÒËÉ
Æ«È©Æ«Å�ÉNÑ;ËÒOÐ�ÄZÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ�Ï�Æ«È%Ã?É�Å�Î?ËFÈRÃ;Ï2î�ËOÊTÇZÌ1Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊ�Ð«Ø#Æ«È?Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈRÅTËj�8ËÒOÅ�Æ«Õ4ËxËÂRÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�ËÉgÛ�ù�Î?ËFËj�8ËÒOÅ�Æ«Õ4ËFÐ«Æ«È?Ë|ÄZÊ
É�Ã;î?É�ÖCÄrÒËÉ�ÄrÉ�É�Ç%ÒOÆ�ÄZÅ�ËÑñÅ�Ç�Å�Î?ËÉ�Ë\Ëj��ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë\ËÂ%ÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�ËÉ�Æ�É�Å�Î?ËOÊ�ËXÌ¡ÇrÊ�Ë�ÄZÐ�É�Ç�Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊ�Ð«ØøÆ«È?Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈRÅ|Û

ELS(D)Æ�É�Å�Î?Ë�Æ«ÈRÅ�ËOÊ�É�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ ÇZÌ�Å�Î?Ë�Ëj�8ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊ©É�Ã;î?É�ÖCÄrÒËÉÇZÌ�ÄZÐ«ÐFËj��ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë�ËÂRÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�ËÉgÛÑb�Å�Æ�É#Å�Î?ËOÊ�ËXÌÍÇrÊ�Ë�Å�Î?Ë
ÈRÃ;Ï�î'ËOÊ§ÇZÌ]Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?É§ÇZÌ]É�ÖCÄrÒË�Ï�Æ«È%Ã?É¦Å�Î?Ë�ÈRÃ;Ï�î'ËOÊ§ÇZÌ1Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊ�Ð«ØÆ«È?Ñ;ËOÖ'ËOÈ?Ñ;ËOÈ%Å�Ëj�8ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊ�É�Ã;î?É�ÖCÄrÒËÉ|Û
ù�Î?Ë�ÈRÃ;Ï2î�ËOÊ�ÇZÌ¦Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?ÉxÇZÌ�É�ÖCÄrÒË�Æ«È�í§Î;Æ�Ò�ÎêÄ�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«ÈÝÆ�É�ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�ËÑ�Æ�É�Å�Î?Ë2È%Ã;Ï2î�ËOÊxÇZÌ¥Æ«È?Ñ7Æ�ÒËÉFÆ«È¬Æ«Å�É
Ñ;ËÒOÐ�ÄZÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ1Û�ù�Î%Ã?É|Ú

ELS(D)
Æ�ÉTÖ;Ê�ËÒOÆ�É�ËOÐ«Ø\Å�Î?Ë�Ëj��ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?É�ÇZÌ¥Ä�Ö'ÇrÐ«Ø)Î?ËÑ7Ê�ÄZÐ]Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È1Û

nóÎ?ËOÈøÅ�Î?ËOÊ�Ë#ÄZÊ�Ë#È?ÇªËj�8ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë#ËÂ%ÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�ËÉ|Ú]Å�Î?ËËj��ËÒOÅ�Æ«Õ4ËÑ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?ÉmÇZÌTÄ�Ö'ÇrÐ«Ø)Î?ËÑ7Ê�ÄZÐ�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«ÈñÆ�É�Å�Î?Ë
ÈRÃ;Ï�î'ËOÊTÇZÌ1Æ«È?Ñ7Æ�ÒËÉ�Æ«È©Æ«Å�É�Ñ;ËÒOÐ�ÄZÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ�í§Î;Æ�Ò�Î\Æ�ÉNÅ�Î?ËFÈRÃ;Ï2î�ËOÊ§ÇZÌ�Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?É§ÇZÌ�É�ÖCÄrÒËFÄZÈ?Ñ©Å�Î?ËOÊ�ËXÌ¡ÇrÊ�ËFËÂ%ÃCÄZÐ
Å�Ç�Æ«Å�ÉTÃ;È?ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È?ËÑ

ELS(D)
Û

U �



*lk.4/�27.I? £po æ Þ �rçyl��7æ$k<l�m ß�àrÞ �$k à æ � �rå¢ç
D qFr å¨ä3m k

ßLi�ß�â äÍå EZß©à å ��ß ç;è	å¡ærç;è«�rç à
D′ q ä3m ß ä Þ �rç;è!kh�yäÍå¡ærç.æ û

D
� lr� â ærç?èXä��rçCä EZß�â ä�æ Þ

r ∈ ELS(D) q ä3m ßmà æ � �rå¨ç
D −D′

å�è � á ç?åÍæyç¬æ û �7æ4k°l�m ß�àyÞ � q ß � â m�æ û r mRå â m

•
â �yç ��ß r Þ åÍä¡ä ß çÿ�Zè

β ≤ bT z < β + bT r, z ∈ D
û æ Þ èæ �#ß�� æ á ç à å¢çIP â ærç;èOä Þ �rå¨çCä

bT z ≥ β
æ û

D

•
m��rè

k − 1
ßLi�ß�â äÍå Erß�à å ��ß ç;è	å¡ærç;è

•
m��rè ßLi�ß�â äÍå EZß kqå¢ç ß � Þ è á�� è���� â�ß�ß)jOá �$kYä�æ

ELS(D)∩{bT z = 0}
û æ Þ ä3m ßK� æ á ç à å¨çGP â ærç;èOä Þ �yå¢çCä

bT z ≥ βæ û
D

•
å¢è�ä3m��yä û � â	ß äNæ û

D r mRå â mèò�yä á%Þ �yä ß èmä3m ß�ßLi�ß�â äÍå EZß�ß)já �$kqåÍäal â æ Þ	Þ�ß è��;ærç à å¨çGP\ä�æä3m ß � � æ EZß�â ærç;èXä Þ �rå¨çCä�s
ì 2'/�/]1 ª]ËOÅ�ÄZÐ«Ð1Å�Î?Ë�ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�É�ÇZÌjÅ�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È

D
î'Ë�ËXì7Ö;Ê�ËÉ�É�ËÑªÄrÉ

bT
i z ≥ βi

V U ¡ X
ë?ÇrÊ�Ëj�8ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë§ËÂRÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�ËÉ�ÇZÌ

D
Ú
r
î�ËOÐ�ÇrÈ;Ô4ÉjÅ�Ç�Å�Î?ËOÆ«Ê¥Ëj�8ËÒOÅ�Æ«Õ4ËNÐ«Æ«È?Ë|ÄZÊ�É�Ã;î?É�ÖCÄrÒË�É�Æ«È?ÒË

r ∈ ELS(D)
Ûjù�ÎRÃ?ÉgÚ

Ì¡ÇrÊ§Å�Î?Ë�ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É�Å�ÎCÄZÅTÖCÄZÆ«ÊTÆ«È�Ëj�8ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë�ËÂ%ÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�ËÉ
bT
i r = 0

Û
^�Ð«Ð1ÒÇrÊ�Ê�ËÉ�Ö�ÇrÈ?Ñ7Æ«È;ÔÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�ÉTÆ«È

D′
Ò|ÄZÈ�î'Ëxí§Ê�Æ«Å�Å�ËOÈ�ÄrÉ

bT
i (z − r) ≥ βi

ÇrÊ

bT
i z ≥ βi + bT

i r
V U qÜX

¦NØ�Ñ;ËXÙ?È;Æ«Å�Æ�ÇrÈñÄZÐ«Ð�Æ«Å�ËOÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ×Ö'ÇrÆ«È%Å�É�Æ«È
D − D′

î'ËOÐ�ÇrÈ;Ô�Å�Ç©Å�Î?Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È
D
ÄZÈ?Ñ×Ñ;Ç\È?ÇrÅ�î�ËOÐ�ÇrÈ;Ô\Å�Ç

D′
Û

ù�ÎRÃ?ÉgÚTÄZÐ«Ð�Æ«Å�ËOÊ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈóÖ'ÇrÆ«È%Å�É#Æ«È
D − D′

ÄZÊ�ËªÅ�Î?ÇyÉ�Ë�Å�ÎCÄZÅ#î�ËOÐ�ÇrÈ;ÔøÅ�Ç
D
ÄZÈ?Ñ Ñ;ÇêÈ?ÇrÅÉ	ÄZÅ�Æ�É�Ì¨Ø³ÄZÅ�Ð�Ë|ÄrÉ�Å©ÇrÈ?Ë

ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�ÇZÌ
D′
ÛHnêË�í§Æ«Ð«Ð'Æ«Å�ËOÊ�ÄZÅ�Ë�ÇgÕ4ËOÊ§ÄZÐ«ÐYÅ�Î?Ë�ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É�Æ«È

D′
Û�ë?ÇrÊNÉ�ÇrÏ�Ë

i
Å�Î?Ë�ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%ÅKV U qÜX¥Æ«È

D′
Ú

ÒÇrÊ�Ê�ËÉ�Ö�ÇrÈ?Ñ;É�Å�Ç#Å�Î?Ë2ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�V U ¡ X�Æ«È
D
Û�ù�Î?Ë�Ö�ÇrÐ«Ø%Î?ËÑ7Ê�ÄZÐjÑ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�Å�ÎCÄZÅxÒÇrÊ�Ê�ËÉ�Ö�ÇrÈ?Ñ;É�Å�Ç#Å�Î?Ë�Õ)Æ�ÇrÐ�ÄZÅ�Æ�ÇrÈ

ÇZÌjÅ�Î;Æ�ÉTÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅFÒ|ÄZÈªî�Ëxí§Ê�Æ«Å�Å�ËOÈ�ÄrÉ

βi ≤ bT
i z < βi + bT

i r, z ∈ D
V U sSX

í§Î?ËOÊ�ËªÅ�Î?Ë�Ù?Ê�É�Å�Æ«È?ËÂRÃCÄZÐ«Æ«Å�Ø³Æ�É#É�ÄZÅ�Æ�É�ÙCËÑ³îRØ ÄZÐ«ÐTÖ�ÇrÆ«ÈRÅ�É#Æ«È
D
Û ù�Î?Ë�ÄZî'ÇgÕ4Ë�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«ÈôÆ�É�È?ÇrÈôËOÏ�Ö;Å�Ø ÇrÈ;Ð«Ø

í§Î?ËOÈ
bT
i r > 0

Û � ËOÏ�ËOÏ�î'ËOÊFÅ�ÎCÄZÅTÌ¡ÇrÊ�ÒÇrÈ%Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�ÉxÅ�ÎCÄZÅ�ÖCÄZÆ«Ê�Æ«È¬Ëj��ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë�ËÂRÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�ËÉ|ÚYÅ�Î?ËmÑ;ÇrÅ�Ö;Ê�Ç)Ñ7Ã?ÒOÅ
bT
i rËÂ%ÃCÄZÐ�Éxò|ËOÊ�Ç;Û2ù�Î?ËOÊ�ËXÌ¡ÇrÊ�Ë�ÄZÐ«ÐjÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É�Å�ÎCÄZÅxÔyÆ«Õ4Ë�ÄÈ?ÇrÈ×ËOÏ�Ö;Å�ØÝÑ;ÇrÏ#ÄZÆ«È×Æ«ÈtV U sSX�ÎCÄÕ4Ë�Å�Ç©î'Ëmî�ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô

ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�É|Û¹^�Ð�É�Ç�È?ÇrÅ�Ë�Å�ÎCÄZÅ�Å�Î?Ë#ÄZî'ÇgÕ4Ë#Æ�É2Å�Î?Ë�Æ«ÈRÅ�ËOÊ�É�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈüÇZÌ§Å�Î?Ë�ÇrÊ�Æ«ÔyÆ«ÈCÄZÐ�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«Èøí§Æ«Å�ÎüÄZÈ.Ëj�8ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë
ËÂ%ÃCÄZÐ«Æ«Å�Ø4Ú

βi ≤ bT
i z < βi + bT

i r
V U {ÜX

ë?ÇrÊ�È?ÇrÈ7ð�ËOÏ�Ö;Å�Ø�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È?É|Ú7íNË�Ò|ÄZÈ\Ö;Ê�Ç|Õ4ËxÅ�ÎCÄZÅ§Ëj��ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë�ËÂ%ÃCÄZÐ«Æ«Å�Ø©Æ�ÉNÐ«Æ«È?Ë|ÄZÊ�Ð«ØÆ«È?Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈRÅ§Å�Ç�ÄZÐ«Ð8Ö;Ê�ËOÕ)Æ�ÇrÃ?É
Ëj�8ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë�ËÂRÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�ËÉ§ÇZÌ

D
É�Æ«È?ÒË

bT
i r > 0

Û¥ù�Î%Ã?É�Å�Î;Æ�É�Ö'ÇrÐ«Ø)Î?ËÑ7Ê�ÄZÐ8Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È�ÎCÄrÉ
k − 1

Ëj�8ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?É|Û
ù�Î?Ë�Ëj�8ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊ�É�Ã;î?É�ÖCÄrÒË�ÒÇrÊ�Ê�ËÉ�Ö�ÇrÈ?Ñ7Æ«È;ÔªÅ�Ç©Å�Î;Æ�É�Ëj��ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë�ËÂ%ÃCÄZÐ«Æ«Å�Ø¬Æ�É

bT
i z = 0

Û�ù�Î?Ë�Ëj��ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë
Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊxÉ�Ã;î?É�ÖCÄrÒË2ÇZÌ�Å�Î;Æ�É�Ö'ÇrÐ«Ø)Î?ËÑ7Ê�ÄZÐ�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«È¬Æ�ÉTÅ�Î?Ë2Æ«ÈRÅ�ËOÊ�É�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ×ÇZÌ�Å�Î?Ë2Ëj�8ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë�Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊ�É�Ã;î?É�ÖCÄrÒËÉFÇZÌ¦ÄZÐ«Ð
Æ«Å�ÉTËj�8ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë�ËÂ%ÃCÄZÐ«Æ«Å�Æ�ËÉTí§Î;Æ�Ò�Î�Æ�É§Ö;Ê�ËÒOÆ�É�ËOÐ«Ø

ELS(D) ∩ {bT
i z = 0}

ë�Æ«ÈCÄZÐ«Ð«Ø4Ú�È?ÇrÅ�Ë©Å�ÎCÄZÅmÅ�Î;Æ�É�Ö�ÇrÐ«Ø)Î?ËÑ7Ê�ÄZÐ�Ñ;ÇrÏ#ÄZÆ«ÈüÆ�É�Å�ÎCÄZÅmÌ¡ÄrÒËOÅ�ÇZÌ
D
í§Î;Æ�Ò�ÎôÄrÑ;Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈCÄZÐ«Ð«ØñÉ�ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�ËÉmÅ�Î?Ë

Ëj�8ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë�ËÂRÃCÄZÐ«Æ«Å�Ø�ÒÇrÊ�Ê�ËÉ�Ö'ÇrÈ?Ñ7Æ«È;ÔÅ�Ç
bT
i z ≥ βinêË�ÎCÄ|Õ4Ë2ÄZÐ«Ê�Ë|ÄrÑ7Ø�É�ËËOÈ�Å�ÎCÄZÅ

D′
Æ�ÉTÅ�Î?Ë�Ã;È;Æ�ÇrÈ�ÇZÌ¥ÄZÐ«Ð1Å�Î?ËÉ�ËxÖ�ÇrÐ«Ø%Î?ËÑ7Ê�Ä7Û

*lk.4/�27.I? ¤¡m æ ß�ÿ �Nk«æråÍä§èAm�� Þ å¨çGP û æ Þ ä3m ß è	å � �Nkqå `¦â �yäÍåÍæyçñæ û � Þ�ß�àyá7â äÍå¡ærç � le�rçüæ Þ�àRßXÞ æ û � �5PrçCå¨ä á;àRß q å¨çä3m ß � � è ß ç â�ß æ û �rç�å¨ç EZßOÞ è ß æ8� ßXÞ �yä�æ Þ q ä3m ß�ß�ÿ å¢èXä ß ç â�ß æ û �çYærç¬ä Þ å E å
�$k8èæ$k á äÍå¡ærç¬ä�æ

bT
i r ≥ 0,∀i ∈ A, r ∈ AR(DE)

å¢è � æyä3m�ç ß�â�ß è	è»� Þ l¹�rç à è á i â å ß çCä�s£¢ym�� Þ å¨çGP � �$l ��ß�ß�ÿ �Nk«æråÍä ß�à �$k«ærçGP®�rçyl�ç'ærç¬ä Þ å E åa�4k�èOæ$k á äÍå¡ærç:s

U �



ì 2'/�/]1 ù�Î?ËxÖ;Ê�Ç)ÇZÌ�Å�Ç�Å�Î;Æ�ÉNÌ¡ÇrÐ«Ð�Ç|íTÉ§Ì¨Ê�ÇrÏ Å�Î?Ë�ÒÇrÈ?É�Å�Ê�Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈªÇZÌjÅ�Î?ËxÒÇrÈ?Ñ7Æ«Å�Æ�ÇrÈ1Û�nêËxí§Æ«Ð«Ð�ÔyÆ«Õ4ËxÆ«Å§Æ«È\Å�Î?ËFÙ?ÈCÄZÐ
Õ4ËOÊ�É�Æ�ÇrÈ�ÇZÌjÅ�Î?Ë�ÖCÄZÖ�ËOÊ
*lk.4/�27.I?«ª�¬ û ä3m ß èOæ$k á äÍå¡ærç³ä�æ¬ä3m ßE �$kqå à å¨äal â ærç;èXä Þ �rå¨çCä¨è

K = bT
i r ≥ 0,∀i ∈ A, r ∈ AR(Df )

û æ Þ ä3m ß
�7æ$k<l�m ß�àrÞ �$k à æ � �rå¨ç

Df
å�è����7ærå¨çCä ß�àÝâ æyç ß q ærç ß æ û ä3m ß\ß�ÿ ä Þ�ß8� �$k Þ �$lZè#æ û

K
å�è�ä3m ß#Þ�ßXá è ß\à å Þ�ß�â äÍåÍærç ä3m��yä

Prå EZß è�ä3m ß æ!�'äÍå � �4k â æ � �Nk ß�ÿ åÍäal�ä�æmä3m ß�Þ�ß�àrá;â äÍå¡ærç�æ û ä3m ß�ß�ÿ � Þ�ß è�èXåÍæyç�ærç
Df

s ¬ û åÍäBm��Zè1��çYærç�ä Þ å E å
�$kykqå¢ç ß �$kqå¨äal
è���� â�ß q �rçyl Þ �4l×å¢çôä3m ß è���� â�ß ä3m��yäFèò�yäÍå�è `Nß èT�yä�k ß �ZèXämærç ß¶� æ á ç à å¨çGP â æyç;èXä Þ �rå¨çCä

/∈ A
Prå Erß è\ä3m ß æ!�'äÍå � �$k

â æ � �Nk ß�ÿ åÍäal\ä�æ#ä3m ß2Þ�ß�àrá;â äÍå¡ærç:s
ì 2'/�/]1 nêËxí§Æ«Ð«Ð�d�Ã?É�ÅNÖ;Ê�ËÉ�ËOÈRÅTÇrÃ;Ê§Æ«È%Å�Ã;Æ«Å�Æ�ÇrÈ�Î?ËOÊ�ËyÛ¥ù�Î?ËxÒÇrÏ�Ö;Ð�ËOÅ�ËxÖ;Ê�Ç%ÇZÌ�í§Æ«Ð«Ð'î�ËFÔyÆ«Õ4ËOÈ�Æ«È\Å�Î?Ë�Ù?ÈCÄZÐ�ÖCÄZÖ�ËOÊ|Û

ª1ËOÅ�Ã?É2Ù?Ê�É�Å�ÒÇrÈ?É�Æ�Ñ;ËOÊ�Å�Î?Ë©Ò|ÄrÉ�Ë#í§Î?ËOÈ
K
Æ�É�Ä�Ö'ÇrÆ«È%Å�ËÑñÒÇrÈ?ËyÛWb�ÌTÊ�ËOÃ?É�Ë\Ò|ÄZÈ.î�Ë©ËXì)Ö;Ð�ÇrÆ«Å�ËÑ³ÄZÅ�Ä�Ì�ÄrÒËyÚ

Æ«Å�É�ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø¬Æ�ÉxÅ�Î?Ë�Ï#Ä�ì7Æ«Ï2Ã;Ï�ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì)Æ«Å�Ø¬ÇZÌNÆ«Å�ÉxÃ;È;Ï#ÄrÉ)c4ËÑ×Ò�Î;Æ«Ð�Ñ7Ê�ËOÈ1Ú]í§Æ«Å�Î¬Å�Î?Ë�È%Ã;Ï2î�ËOÊ�ÇZÌNËj�8ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë
Ñ7Æ«Ï�ËOÈ?É�Æ�ÇrÈ?É�ÇZÌ�Å�Î?Ë�Ê�ËÉ�Ã;Ð«Å|Û�ù�Î?ËOÊ�ËXÌ¡ÇrÊ�ËyÚ;Æ�Ì�íNË�ÎCÄ|Õ4Ë�Å�íNÇ�Ï#ÄrÉ)c7É|Ú;ÇrÈ?Ë�í§Î;Æ�Ò�Î�Æ�É�Ä�É�Ã;î?É�ËOÅ�ÇZÌ�Å�Î?Ë2ÇrÅ�Î?ËOÊ|Ú;Å�Î?ËOÈ
Å�Î?Ë�ÌÍÇrÊ�Ï�ËOÊNÆ�É�Ò|ÄZÈ;È?ÇrÅ¦Ê�ËÉ�Ã;Ð«ÅNÆ«È�Ä�Ð�ËÉ�É�ËOÊNÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø#ÌÍÇrÊ¦Å�Î?ËTÌ�ÄrÒË�Å�ÎCÄZÈ©Å�Î?ËFÐ�ÄZÅ�Å�ËOÊ|Û=nêË�Ò|ÄZÈ©Ö;Ê�Ç|Õ4ËFÅ�ÎCÄZÅTÄZÐ«Ð
È?ÇrÈ7ð�ËXì7Å�Ê�ËOÏ#ÄZÐ�Ê�Ä|Ø)ÉgÚCÉ�ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�Ë�Ä�Ð�ËÉ�É�ËOÊ�ÈRÃ;Ï�î'ËOÊ�ÇZÌ¥î�ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô©ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�ÉFÅ�ÎCÄZÈ¬É�ÇrÏ�Ë2ËXì7Å�Ê�ËOÏ#ÄZÐ�Ê�Ä|Ø)ÉxÄZÈ?Ñ
Å�ÎRÃ?É�Ê�ËÉ�Ã;Ð«ÅTÆ«ÈªËXì7Å�Ê�ÄmÌ�ÄrÒËOÅ�É VÍÒÇrÊ�Ê�ËÉ�Ö�ÇrÈ?Ñ7Æ«È;Ô�Å�Ç�Å�Î?Ë�ËXì7Å�Ê�ÄmÃ;È?É�ÄZÅ�Ã;Ê�ÄZÅ�ËÑªî�ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô#ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�É!XXÛ

nóÎ?ËOÈ
K
Æ�ÉFÈ?ÇrÅxÄÖ�ÇrÆ«ÈRÅ�ËÑÝÒÇrÈ?ËyÚ�Æ«ÅFÆ�É�î�ËÒ|ÄZÃ?É�ËmÉ�ÇrÏ�Ë�î'ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô�ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�É�ÎCÄÕ4Ëmî�ËËOÈ�Ê�ËOÏ�ÇgÕ4ËÑêÄrÉ

Å�Î?ËOØ�ÒÇrÈ%Å�Ê�Æ«î;Ã;Å�Ë§Å�ÇFî'ÇrÃ;È?Ñ?ÄZÊ�Ø�ÕrÄZÐ«Ã?ËÉ�ÇZÌ'Å�Î?ËNÊ�ËÉ�Ã;Ð«Å|Û=ZNÇrÈ?É�Æ�Ñ;ËOÊ�Æ«È;Ô�ÄZÐ«Ð;ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É|Ú4Æ«Ê�Ê�ËÉ�Ö'ËÒOÅ�Æ«Õ4Ë§ÇZÌ'í§Î?ËOÅ�Î?ËOÊ
Å�Î?ËOØ.ÄZÊ�Ë#Æ«È

A
Ú�í§Æ«Ð«Ð§ÄZÐ«íNÄ|Ø)ÉmÊ�ËÉ�Ã;Ð«ÅmÆ«È³ÄªÖ�ÇrÆ«ÈRÅ�ËÑñÒÇrÈ?ËyÚ�É�Æ«È?ÒË\ÄrÉmÄ�Ö;Ê�ËXð�Ö;Ê�Ç%ÒËÉ�É�Æ«È;Ô?Újí¦ËÎCÄÕ4Ë©Ö;Ê�Ç�d�ËÒOÅ�ËÑ

Å�Î?Ë�Æ«È;Æ«Å�Æ�ÄZÐ�Ö�ÇrÐ«Ø%Î?ËÑ7Ê�ÄZÐjÑ;ÇrÏ#ÄZÆ«ÈêÄZÐ�ÇrÈ;ÔÆ«Å�É�Ð«Æ«È?Ë|ÄZÐ«Æ«Å�Ø¬É�ÖCÄrÒËyÛ�^�ÈRØ\Ì�ÄrÒËmÇZÌ¥Å�Î;Æ�É�Ö�ÇrÐ«Ø%Î?ËÑ7Ê�ÄZÐjÑ;ÇrÏ#ÄZÆ«È×Ò|ÄZÈ;È?ÇrÅ
ÎCÄÕ4Ë�Ä�Ð«Æ«È?Ë|ÄZÐ«Æ«Å�ØñÉ�ÖCÄrÒË\É�Æ«È?ÒËÅ�Î?ËÊ�ËÑ7Ã;È?Ñ?ÄZÈ%Å�î'ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô×ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å�É�ÇZÌFÄ¬Ò�Î;Æ«Ð�Ñ³ÄZÊ�Ë©È?ËOÕ4ËOÊ�Å�Î?Ë#Ð«Æ«È?Ë|ÄZÊ�Ð«Ø
Æ«È?Ñ;ËOÖ�ËOÈ?Ñ;ËOÈRÅTí§Æ«Å�Î�Å�Î?Ë�ÇrÅ�Î?ËOÊ§î�ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô�ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�ÉgÛ¥ù�ÎRÃ?É|Ú7í§Î?ËOÈ�íNËxÎCÄÕ4Ë2Ä�È?ÇrÈ\Å�Ê�Æ«Õ)Æ�ÄZÐ8Ð«Æ«È?Ë|ÄZÐ«Æ«Å�Ø�É�ÖCÄrÒË
ÇZÌ

K
Ú7íNË�É�Æ«Ï�Ö;Ð«Ø#È?ËËÑ\Å�Ç�Ö�ËOÊ�Ì¡ÇrÊ�Ï Å�Î?ËxÊ�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ�ÄZÅTÇrÈ?Ë�VÍÇrÊ�Ï�ÇrÊ�Ë9X�ÇZÌ�Æ«Å�É�È?ÇrÈ7ð�ÄrÒOÅ�Æ«Õ4Ë�ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«ÈRÅ�É|Ú?Å�Î?ÇyÉ�Ë

Å�ÎCÄZÅ�Ñ;ÇÝÈ?ÇrÅ�î�ËOÐ�ÇrÈ;Ô×Å�Ç
A
ÄZÈ?Ñüî;Ê�Ç4ÄrÑ;Ò|ÄrÉ�Å�ÕyÄZÐ«Ã?ËÉ�Æ«È³Å�Î?Ë\Ê�ËÉ�Ã;Ð«Å�ÇZÌ�Å�Î;Æ�É�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û ö Ç;ÚNÄZÈRØñÊ�ÄØñÅ�ÎCÄZÅ

É�ÄZÅ�Æ�É�ÙCËÉ�ÄZÅTÐ�Ë|ÄrÉ�ÅTÇrÈ?Ë�î�ÇrÃ;È?Ñ7Æ«È;Ô#ÒÇrÈ?É�Å�Ê�ÄZÆ«È%Å
/∈ A

ÔyÆ«Õ4ËÉ�Å�Î?Ë�ÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐ]ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø�Å�Ç�Å�Î?Ë�Ê�ËÑ7Ã?ÒOÅ�Æ�ÇrÈ1Û
ù�Î%Ã?É|Ú?ÇrÈ?Ë�ÇZÌjÅ�Î?Ë�ËXì7Å�Ê�ËOÏ#ÄZÐ1Ê�ÄØ7ÉTÇZÌ

K
Æ�É§Å�Î?ËxÊ�ËOÃ?É�Ë�Ñ7Æ«Ê�ËÒOÅ�Æ�ÇrÈ�Å�ÎCÄZÅTÔyÆ«Õ4ËÉ§Å�Î?Ë�ÇrÖ;Å�Æ«Ï#ÄZÐ]ÒÇrÏ�Ö;Ð�ËXì7Æ«Å�Ø4Û
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